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INTROÜUCTIOIN 


La Théorie (juaiili(jiie des champs éleelrüniaj»iiéh(|U(‘s a 
dû son orij^ine, il > a plus de vingt ans, an\ Iravanx de 
M. Jordan et de MM. Pauli cl Heisenherg (‘) : on en trou- 
vera d’excellents exposés dans les li\r(‘s de M. lleilhu’ (’■*) (‘t de 
M. Wentzel (•'). 

Nous plaçant à un point (h‘ vue ass(‘z dilïéreni, nous avons 
développé d(‘puis i()d{ une Mécanique ondulatoire du photon (pii 
a l’avantags d(‘ bien montrer coinnuMit la lhéori(‘ de la lumière 
\i(mt trouver sa place dans le cadre généial de la Mécaniijue 
ondulatoire, tout en permettant de retrouv(‘r par l’application 
directe de la seconde (piantilication la plupart des résultats 
essentiels de la théorie (piantiipn* des champs. Après avoir 
ébauché cette théorii» dans deux fascicuh*s de la collection des 
Actualités scientifiques (Paris, Hermann, n” XIII, r ()34 et n“ XX, 
1986), nous eu avons fait un exposé d’ensemble dans un Ouvrage 
en deux volumes intitulé Une nouvelle théorie de la lumière : la 
Mécanique ondulatoire du photon (Paris, Hermann, 1940-1942), 
puis dans un autre Ouvrage intitulé Théorie générale des particules 
à spin (Gauthier-Villars, Paris, 1948), où nous avons rattaché la 
Mécanique ondulatoire du photon à la Théorie générale des 
particules douées de spin. 

Aujourd’hui, il nous paraît intéressant de reprendre, pour les 


(*) ZeitMchrift /Or Phytik, 56, 1929, p. i. 

(*) Quantum theory of radiatian, Oxtoed Uttiverstty Preg», igiG. 

(*) EtnfOhrung indiê Quantenthêorie der WtUenfelder^ Fr. Üeatiche, Vienne, 1943. 
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exposés dans le prenriier des deux Ouvrages que iious'venoai 
de eiler, de façon nolamiuenl à bien mettre en évidence ce 
qui distingue notre Mécanique ondulatoire du photon, de la 
Théorie (juantiquc* des champs électromagnétiques telle qu’elle 
est usuellement exposée. Nous aurons ainsi Toccasion d’examiner 
un certain nombre de tliflicultés et de critiques que peut soulever 
notre point de vue. 

Depuis la rédaction de nos précédents ouvrages sur ce sujet, 
nous avions eu l’occasion de faire de nouvelles remarques sur 
la signilicalion plijsi(|ue d<‘S algorithines de la théorie des 
champs (en j)arliculieî' eell(‘s (pii sont exposé<‘s au Chapitre IX). 
Nous avons aussi [U'olilé de nos échanges de vues avec les 
jeunes tlnhirkiens de l'Inslitut Henri l\>incaré, et surtout avec 
M’"’' M.-A. Tonnelal et a\ec M. (iérard Peliau, (jui ont apporté 
dans ces dernières années à (m* genre de cpiestions de très 
[irécieuses contrilmlions. 

Malgré les points délicats ipti subhisienl en Mécanique ondii- 
latüiri’ du photon et ipie nous n’a>ons jias cherché à dissimuler, 
il nous sembh' emlain (pu* celle ihéorii* garde le grand mérite de 
faire voir clairement le véritable sens phvsiijue du formalisme 
assez abstrait de la théorie quanlhpie des chanqis et de préciser 
bien des (piestions qui n‘slent assez obscuirs dans lt*s exposés 
qu’on en fait liahituelhmnuit. 


Lnns DE BUOGLIK. 



MÉCANWUE OIVDIIIATOIRE DU PHOTON 

ET 

THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS 


PREMIÈRE PARTIE 

THÉOKIES NON SI l'KllQUANTlFIKKS. 


CHAl'ITHE 1. 

KXl’O.Si; SC.IIKMAÏIOUK DKS DIVIÎItSKS KOKMKS 
DK LA MftCANIQUK ONDI I.A l'Ollii;. 


1. Conceptions générales. — Nous supposerons connus dans leurs 
grandes lignes les principes généraux de la Mécanique ondulatoire 
à une fonction d’onde ainsi que ceux de la théorie de Dirac (*). Nous 
voulons seulement développer ici un schéma général de ces théories qui 
présente sous une forme condensée quelques-uns de ces principes 
généraux sans entrer dans les détails. 

Dans toutes les formes de la Mécanique ondulatoire (forme primitive 
à. une seule fonction d’onde, théorie de Dirac, Mécanique ondulatoire 
du pholon ou du méson), on représente toujours l’état d’un corpuscule 
par une certaine fonction d’onde t) définie en chaque point 

de l’espace et à chaque instant t : celte fonction représente donc un 
champ au sens habituel de la l’hjsique du champ. D’ailleurs, on le sait, 
la grandeur 'F est une grandeur complexe qui ne correspond pas à une 
quantité mesurable (observable ay sens de Dirac), mais qui permet 
seulement de former des grandeurs qui, elles, représentent des grandeurs 


{ ‘ ) Pour approfondir leur étude, on pourra cooHuller notamment le livre de l’auteur, 
üm nouvelle théorie de la lumière^ t. 1 , Cbap. Ill et IV, Hermann, Paris, 1940. 
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^observables. Dans la Mécanique ondulatai 
est unique; en théorie de Dirac, elle comporte quatre composantes 
U’;,, * 1^4 dont renserable est désigné symboliquement par la lettre ^ 
de la même façon que l’on désigne symboliquement par A l’ensemble 
(les trois composantes A.r, A,-, A- d’un vecteur de l’elspace à trois 
dimensions. Dans la lliéorie du pholon et dans celle du méson, la 
fonction d’onde 'F a seiz(‘ composantes; elle eu a davantage pour les 
parti(;ules de spin plus élevé. 

Dans chaque forme particulière de la Mécanique ondulatoire, 
intervient toujours un opcu’aleur dit opérafeur hamiltonien qui repré- 
sculc un(‘ certaine opération lin('‘aire elTecluée sur une fonction de 
l’espace où est défini le 'F, c’est-à-dire eu fait dans l’espace ordinaire 
û trois dimoiisious (|uaii(l on considère un seul corpuscule sans spin. 
Pour plus de généralili'*, eu vue nolanmient des applications à la seconde 
qnanlificalioii, nous dirons sans |)réciser davantage que Tciptirateur 
hamiltonien (qu’on représente l»)ijjours par la hùtre H) opère dons 
l’espace où e^ft définie la bmetion 'F. L’évolution au cours du temps de 
la fon(‘ti(ui *F est alors représentée par réqualion 


Dans le cas d’un corpuscule sans spin, cetle nation d’évolution 
représente une seule équation aux dérivées partielles. Dans le cas d'un 
électron de Dirais (électron doué de spin), la fonction d’onde aura 
quatre composautes *F<, et rojjérateur Hamiitonieu pourra opérer non 
seulement sur hîs coordonnées jr, r, s de l’électron, mais aussi sur 
l’indtcc or qui est susceptible de prendre les valeurs distinctes i, 2 , 3, 4* 
L’action de rhumiltonien sur l’indice a de la fonction d’onde se 
représentera à l’atdc des quatre matrices à quatre lignes et quatre colonnes 
généralement désignées en théorie de Dirac par a,, aj, a., aj. Dans la 
Mécanique ondulatoire du photon et du méson, il y aura seize compo- 
santes du : ces seize composâmes pourront être écrites sous la 
forme 'l'Vr avec cr, 7 -- i, 3, 4 «t l’opérateur II agira à la fois sur jr, 
r, s et sur les indices «r et t, etc. 

On obtiendra ainsi dans le cas de l’électron de Dirac quatre équations 
aux dérivées partielles simultanées auxquelles obéissent les quatre W®; 
dans le cas du pholon et du méson, on obtiendra, comme nous lé 
verrons, seize équations aux dérivées partielles simultanées auxquelle 
obéissent les seize 'IV on pourra déduire seize autres équaiiouj 

^ du même type, etc. 



iPolîr les ptrlîcnles à spin dont les fonctions d*onde oai plniieurs 
composantes, on peut dire que les indices de ces composantes 
eonsiitueni des v<trlables de spin susceptibles de prendre un certain 
nombre de valeurs distinctes : l’espace où est dt^finie la fonction 
d’onde 'F et où elle (évolue suivant Féquation (i) est formé par les 
variables <l’espace jr, t', z poiivatii prendre toutes les valeurs de — oc 
à 4-30 el les variables de spin à nombre lini de valeurs distinctes. 
Toute inlêj;ralion sur les variables y\ z devra s'acxompagiier d’une 
sommation sur les variables de spin, si l’on vent avoir sommé sur toutes 
les \ariables dont dépeml le 'F. Nous désignions par D le domaine 

total de variation d(*s variables i , z, u, x 

Dans les diverses formes de la iVléeani(|ue (Uidulatoirc, on peut 
définir une grandeur de champ construite à partir du M’ et jcmissant de 
lu propriété que son intégrale, dans le domaine (Fespace e où est 
défini !(' 'F, reste constnnle en Nerlu dt.» riMjualion d’évolution (i). 
Celte grandeur, représentée par la lettre p, est nommée drnsitr de 
prohalulifr de présence et, dans Fiiilerprétalion phYsicpn* de lu 
Mécanique ondulatoire à une fonction d’onde et dans celle de la théorie 
de Dirac, l’on admet que ^{x^y^z^t)dx donne la probabilité pour 
qu'une expérience permette de localiser à l'instant t le corpusciih* 
dans l’élément de volume dx entourant le [)olnl x^y, z. Four (jue ^dx 
donne celle probabilité en valeur absolue, il faut évidemment que 

l’intégrale j' p<ir. qui reste constante au cours du mouvemeulen vertu 

de l’équation (i ), soit égale à rnnilé. Mais, l’opératfMir H étant linéaire, 
l’équation (ij l’est aussi el, si *F est une certaine solution de (i), 
C'F où C est une constante complexe qmdconque eu est une autre : 
on peut donc convenir de choisir la constante C (ou plus exactement 
son module) de façon que la condition suivante soit satisfaite 



La fonction d’onde est alors dite normée et la normalisation du T ainsi 
réalisée a une importance essentielle en Mécanique ondulatoire. 

Le fait e^mj^dx reste constante en vertu de l'équation (i) se 

démontre en prouvant qu’il exfile un vecteur f d’espace tel que 
l’équation de continuité 

ào 


div 





% 

soit salisfaite en vertu de Inéquation de révolulioti dn On pêul dèiîen 
considérer p et f comme définissant localement la densité et le mouvement 
d’un ITiiide fictif de probabilité tel que la quantité p dt de ce fluide fictif 
contenue dans Pélément de voKime dz mesure la probabilité de présence 
(le ce corpuscule dans cet élément de volume. Dans les théories rela- 
tivistes comme celle do l’électron de Dirac ou celle du photon, 
les grandeurs Pi/n/jî/z apparaissent comme les quatre composantes 
d’un vecteur densité-llux dans l’espace-lemps. 

Dans la Mécanique ondulatoire à une fonction d’onde, on a, en 
désignant par ' 1 * la quantité complexe conjuguée de fl', 

^ r I 1 5 .\r.ini 

avec la condition de normalisation 

( 4 ) 

où D est simplement le domaine d’espace i’ où évolue l’unique fonction 
d’onde 'f. En théorie de Dirac, on a 

If)) 0 = Y f - cY \|r;« 

iU(7 jhiUry 

1 1 

OÙ a est un vecteur-matrice dont les trois composantes rectangulaires 
sont «1, «3, «3. Ici p et f définissent un quadrivecteur densité-llux dans 
l’espace-temps et l’on a comme condition de normalisation 

4 

( 6 ) ^ = 

* *' i 

car ici le domaine D comprend à la fois le domaine c de l’espace où 
évolue le et les quatre valeurs distinctes de la variable de spin a. 

% Opérateurs, valeurs et fonctions propres en Mécanique ondu- 
latoire. — L’opérateur hamiltonien est non seulement linéaire^ il est 
aussi hermitien : ceci signifie que, si ^ et / sont deux fondions réelles 
ou complexes, mais intégrables et nulles aux limites, des variables qui 
définissent le domaine D •( j compris toujours les variables de spin), 
on a t 

( 7 ) f f 

OÙ l’astérisque indique toujours la quantité complexe conjuguée* 



yintroduction m Mécianique ondtilatoire d’opérateurs linéaires et 
fiermitiens est un fait tout à fait général en ce sens <}u’on j fait corres* 
pondre à toute grandeur physique mesurable (obserVable au sens de 
Dirac) un tel opérateur. L’opérateur hamiltonien II est celui qui corres- 
pond à la grandeur énergie, A toute autre grandeur observable, corres- 
pond de même un opérateur linéaire et hermitien que nous désignerons 
par la lettre A. 

A chaque opérateur A, donc à chaque grandeur observable, on peut 
faire correspondre des valeurs propres et des fonctions propres. 
Considérons en effet l'équation 

•(8) A:p = a9, 

dite équation aux valeurs propres de V opérateur A, où cp est une 
fonction des variables du domaine D où opère A et où oc est une 
constante, c’est-à-dire une quantité indépendante des dites variables. 
Le temps t peut d’ailleurs figurer comme paramètre numérique dans A, 
a et cp. Par définition, on appelle valeurs propres de l^opérateur A 
dans le domaine D, les valeurs de la constante a pour lesquelles 
l’équation (8) admet au moins une solution cp, fonction finie, continue, 
uniforme et sommable dans D des variables du domaine D. Cette 
solution est une fonction propre de l’opérateur A correspondant à la 
valeur propre a. 

De l’équation (8) et de l’équation conjuguée, on lire aisément 
la relation 

(9) r f9*A? = — a*) r 0* 0 dz, 

-'a J\} 

et, comme A est hermitien, le premier membre de (9) est nul, ce qui 
montre que a = a*, c’est-à-dire que a est réel. 

L’ensemble des valeurs propres d’un opérateur hermitien forme 
le spectre de cet opérateur qui peut être continu (spectre de bandes) 
ou discontinu (spectre de raies) ou même mixte. Si à une même valeur 
propre correspondent plusieurs fonctions propres linéairement indépen- 
dantes, la valeur propre est dite multiple ou dégénérée. Dans le cas des 
spectres discontinus de valeurs propres non dégénérées, on démontre 
aisément que les diverses fonctions propres sont orthogonales entre elles, 
c’est-à-dire que, si 9» et 9* sont les €onc lions propres correspondant aux 
valeurs propres distinctes et a/,, on a 

(10) / 9fç4rfc = o. 

i/0 



Comme le caractère linéaire de Téqiiation [o^ emrame que, ^ 
une fonction propre, Ccpi l’est aussi; on peut toujours, comme pour les 
fonctions d’onde 'F, supposer que les cp, ont été normées parla condition 



Nous n’insisterons pas ici sur les complications qui sc présentent quand 
il y a des valeurs propres multiplets, ni sur les questions délicates que 
l’on remconlrc dans la normalisation des spectres continus; on se 
rtîporlera pour les étudier à d’autres exposés. 

Rappelons cependant (^) que la normalisation des spectres continus 
conduit à introduire la fonction symbolique de Dirac 0(57), ainsi que 
la fonction 

(TM Ô( r ' = 6 ( /• ) I 01 - t 

r étant le rayon vecteur qui joint l’origine au point de coordonnées .cyi 
et que l’on a » 

(i'i) jT /( .r) S('.r ; c/.r = /( o); jjj /( r ) ô i r » r/r = /I O ), 

la dernière intégrale étant étendue à tout rcspace à trois dimension^ 
où X, y, sont les coordonnées (espace r) et dr désignant abréviati- 
vement l’élément de volume dxdydz. Ouest ainsi conduit aux impor- 
tantes formules dont nous aurons à nous servir 


(ii) 








OÙ dk, = dk,f dkydkz^ formules qui se déduisent aisément de la théorie 
des intégrales de Fourier. Les formules (i 4 ) sont des formules symbo- 
liques signifiant que les deux membres sont équivalents quand ils 


figurent sous les signes J dx cl j dv. 


3. Interprétation physique de la Mécanique ondulatoire. Définitions 
diverses. Rappelons sur quels principes est fondée l’interprétation 
physique de la Mécanique ondulaloite. ' ' 

Pour la Mécanique ondulatoire, l’état d’un corpuscule est défini, 


( ‘ ) Ni>umU 9 théorie de la lumière, t. l, p. 67. 




60%iplètemeiii qo’îl petit Pétre, par la conni^issaiice de Fonde ST qui 
lui est associée. Cette onde W qui représente les connaissances fournies 
sur le corpuscule par des observations ou des expériences antérieures 
doit être solution de l’équation d’évolution (i), et nous supposons 
toujours que cette solution est normée. La connaissance de Tonde W 
ne permet pas d’attribuer, comme le faisait l’ancienne Physique, une 
valeur bien déterminée à chaque grandeur attachée au corpuscule : 
elle permet seulement d’attribuer à chacune de ces grandeurs des 
valeurs possibles affectées de probabilités. Elle y parvient en admettant 
les principes généraux que nou^allons rappeler. 

Tout d’abord, à toute grandeur observable attachée à un corpuscule, 
la Mécanique ondulatoire fait correspondre un opérateur linéaire et 
hermitien. Pour l’énergie, cet opérateur est l’opérateur hamiltonien H : 
pour les autres grandeurs telles par exemple que coordonnées, compo- 
santes de quantité de mouvement ou de moment cinétique, l’opérateur 
se forme, en partant des expressions classiques correspondantes, par des 
procédés automatiques bien connus que nous ne rappellerons pas ici. 
L’opérateur correspondant à une grandeur observable attachée à un 
corpuscule étant linéaire et hermitien, il possède un ensemble de 
valeurs propres réelles et un système complet de fonctions propres 
orthonormales (c’est-à-dire orthogonales et normées). Voici alors les 
deux principes fondamentaux que la Mécanique ondulatoire admet 
comme bases de son interprétation physique : 

i" Les valeurs possibles d’une grandeur observable attachée à un 
corpuscule, c’est-à-dire les résultats possibles d’une mesure de cette 
grandeur, sont les valeurs propres de l’opérateur linéaire et hermitien 
correspondant à cette grandeur. 

2 *^ Quand l’état d’un corpuscule est représenté par une certaine 
fonction d’onde 5, t) solution de l’équation d’évolution (i), 

]q probabilité pour qu’une mesure précise de la grandeur observable 
correspondant à un opérateur A fournisse à l’instant t une certaine 
valeur propre a de A, est égale au carré du module du coefficient de la 
fonction propre correspondante dans le développement de la fonction W 
suivant les fonctions propres normées de l’opérateur A. D’une façon 
plus précise, si la fonction d’onde^^** se développe suivant les fonctions 
propres de A sous la forme 

{i5) 


I 



cHmm f. 


k probabilité de la valeur propre a; est On vérifie que, W étant 
normée, on a en accord avec le théorème des probabilités 

totales. 

On se reportera à des exposés plus détaillés pour voir comment 
on doit légèrement modifier ce second principe dans les trois cas 
suivants : 1“ qujnd le spectre de valeurs propres a est continu; 
2® quand l’opéraieur A a des valeurs propres multiples; 3 ® quand l’opé- 
rateur A n’intéresse qu’une partie seulement des variables du domaine D. 

Nous supposerons connue du lecteur la façon dont les principes 
généraux énoncés ci-dessus permetlcul de montrer que la quantité 
est bien la probabilité do présence en chaque point, de juslilier le 
principe de décomposition sjiectrnle de Boni qui détermine les valeurs 
quantiliées de l’énergie et liiudement de conduire aux inégalités d’incer- 
titude de M. Heisenberg. ilappelons seulement que deux grandeurs 
correspoudaiil aux opérateurs A et B sont simultanément mesurables 
avec précisicKi si les opérateurs A B commutent (c’esl-à-dire si 
AB E= BA) et dans c(^ cas seulement. 

Arrivons-en à la déliuition des matrices de la Mécanique ondulatoire. 
Ces matrices sont formées A partir des fonctions propres de l’opérateur 
hainiltonieu H par la formule 




•''1» 




qui donne les éléments ajk de la matrice engendrée par l’opérateur Ao/>. 
Le domaine D est toujours celui de l’ensemble des variables, j compris 
les variables de spin. On obtient les matrices d’Heisenberg ou celles 
de Schrodinger suivant que l’on inclut et que l’on n’inclut «pas dans 

la déiinilion de la fonction propre N[’\ le facteur exponentiel e'' 
Rappelons encore U définition des valeurs moyennes étroitement 
apparentée à celle des éléments de matrices. D’après les principes 
généraux de la Mécanique ondulatoire, la valeur moyenne probable de 
la grandeur observable correspondant à l’opérateur linéaire et 
hermitien A quand le système est dans l’élai représenté par la fonction 

d’onde =2 Ci 9, est 


(17) 


A a/ Ici*, 



^éttAttQtlK nMiSES fORMES DE tA mIcANIQUE ONDDUTOIKt« g 

puisque les valeurs possibles de A sont les oc/ et que chaque o(/ a la 
probabilité | c\ |®. On démontre aisément que A peut aussi s’écrire 

(i8) 

D étant toujours le domaine de l’ensemble des variables, y compris 
celles de spin. Remarquons que dans les phénomènes macroscopiques, 
où intervient un nombre énorme de processus élémentaires, A. est 
seul accessible à l’expérience. 

11 est évident que si la fonction d’onde 'F coïncide avec l’une des 
fonctions propres 'I'a* de l’hamiltonien, on a Ar ce qui inoiilre 

le rapport étroit existant entre la définition des valeurs moyennes et 
celle des éléments de matrice. 

Les grandeurs U* A^'/. et (au besoin sommées sur les variables 

de spin) apparaissent dans les formules (ib) et ( 1 8 ) comme les quantités 
qu'il faut intégrer dans l’espace pour obtenir les éléments de matrice 
ou la valeur moyenne pour la grandeiJi* A : on peut donc les nommer 
densités éléments de matrice ai densités de xmleur moyenne. Ce sont 
des grandeurs de champ, c’est-à-dire des fonctions de xyzt, alors que 
les éléments de matrices et les valeurs moyennes rpii en résultent par 
intégration ne sont fonctions que de t. L’examen de l’interprétation 
physique de la Mécanique ondulatoire montre (|ue ces densités n’ont 
pas une signification physique aussi bien définie que leurs intégrales : 
elles ne sont définies qu’à une divergence d’espace près et rien ne permet 
de choisir entre deux formes de la densité qui soni inté râlement équi- 
valentes,^ c’est-à-dire qui donnent les mêmes valeurs pour les inté- 
grales (i6) ou (iH), car seules ces intégrales possèdent en Mécanique 
ondulatoire une signification physique précise. Ce sont cependant ces 
densités qui, dans les théories relativistes comme celle de Dirac, ont 
une variance bien définie. Elles sont importantes à ce point de vue et 
aussi parce qu’elles donnent une image (peut-être un peu trompeuse au 
point de vue quantique) de l’aspect moyen des phénomènes. Ce sont 
également des quantités de ce type qui définissent les grandeurs 
électromagnétiques en Mécanique ondulatoire du phoion. 

t 

i. Évolution au cours du tempo des éléments de matrice et des 
valeurs moyennes. — Considérons un élément de matrice donné par la 
formule (i6). Il peut dépendre du temps par par et même pour 
l’opérateur A qui peut contenir dans sa définition le paramétre t. 





oiÀPitirc I. 

dérivée de ajk pat* rapport à t est donc 


(*9) 


f/f 


-XI'"'' 

-IM 




àWl 

“TF 


UVx + 'F/A^jrfT 
IIV)j 


la dernière forinult; s’obtciianl en tenant compte du fait que W/t et 
*Py satisfont respecliveineni à l'équation (i) et à Féquation conjuguée et 
du fait que 11 (‘sl un opérateur réel et hermitien. est l’opérateur 
obtenu en dérivant forrnelbunent l’opérateur A par rapport au para- 
inétrtî /. On a donc 


Il arrive fréquemnient que l’opérateur A ne contienne pas le temps dans 
sa définition : on a*alors simplement 


[A,IÏ]rr:AII - II V étant le commutateur des opérateurs A et H. 
écrit souvent (ai) sous la forme symboliq’ue 






Celte notation est brève et élégante, mais elle a, comme beaucoup de 
notations symboliques, l’inconvénient de masquer un peu le sens 

véritable de la formple. La dérivée ^ n’a, en elfet, par elle-même 

aucun sens quand A ne dépend pas de t et la formule (22) est seulement 
une représentation symbolique de la manière dont les éléments de- 
matrice dépendent du temps par V intermédiaire de 'F* qui n’appa- 
raissent pas explicitement dans (22). 

On peut, de même, dériver par rapport au temps une valeur 
moyenne de la forme (18) et obtenir 

qu’on peut écrire symboliquement 



ofj, quand Ane dépend pas du temps, 


mais, ici encore, il ne faut pas oublier que la variation de A dans le 
temps provient de celles de et de W* qui n’apparaissimt pas explici- 
tement dans la formule symbolique. 


5 . Remarques sur les valeurs moyennes dans la théorie quantique des 
champs. — Les remarques qui précèdent prennent une importance 
particulière dans la théorie quanlique des champs. Cette théorie fait 
intervenir, nous le verrons, la seconde quantification, c’est-à-dire qu’on 
y considère un espace où les coordonnées sont les nombres de corpus- 
cules (en l’espèce, de pholons) dans les divers états énergétiques 
possibles. Tout point figuratif dans col espace doit avoir des coordonnées 
entières, fait qui traduit l’existence même des corpuscules. On considère 
l’évolution dans l’espace des n d’une certaine fonction d’onde que nous 
désignerons par II : c’est la fortètioti de répartilion telle que 
|R(/i,, «a. . . donne la probabililé pour qu’il y ait, à l’instant L 

/Il pilotons dans l’état i, «a dans l’étal 2, etc. La fonction R évolue 
suivant une équation de la forme type 


(26) 


h 

2 71 / t)t 


X K, 


où IK est un opérateur agissant sur les variables n et jouant le rôle d’un 
Hamiltonien dans l’espace des n. 

La théorie quantique deslchamps électromagnétiques conduit, et ceci 
est la chose fondamentale, à considérer toutes les grandeurs électro- 
magnétiques comme des opérateurs agissant sur les variables n, \ 
opérateurs qui, par ailleurs, sont des fonctions des variables x, /, 5, t 
d’espace et de temps. Ce sont donc des opérateurs opérant sur les n 
dont l’expression varie d’un point à l’autre de l’espace et d’un instant 
à l’autre du temps. 

Si l’on considère la valeur moyenne correspondant à l’un de ces 
opérateurs, par exemple à la composante Ë.^ du champ électrique, 
imleur moyenne prise dans V espace des /i, elle se définira par 

• 

( 27 ) E,„= 2 r*(«, t), 

n 

la somme 2 étant étendue à toutes les valeurs entières possibles des n 
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J , 

sf Ex étant au second membre l^opérateur de Fespace des n coires- 
pon(|ant à la composante de champ considérée. La formule (27) nous 
fournit au point xyz ef à V instant t pour lesquels nous considérons 
^opérateur E, la valeur moyenne de la grandeur électromagnétique 
correspondante quand la répartition est définie par la fonction R (/?, 

C’est la grandeur E, que la théorie quanlique des champs considère 
comme la valeur observable de la composante x du champ électrique au 
point xyz à l’instant t dans un champ de très nombreux photons dont 
la fonction de répartition est R(/ij, . . . , L) : E, définit donc la valeur 
macroscopique de cette composante de champ. 

Ij’évolulion de E., au cours du temps est donnée par la formule 
symbolique 




ftii, 

dt 


_ 





ou, si l’on définit l’opérateur E, de l’espace des n de façon qu’il soit 
indépendant dti temps ^ 


(20) 


d\i.r 


'?T:i 

~h~ 




U $ariaiiou de E; provenant en réalité do la variation eu fonction du 
temps de la fonction de répartition qui ne figure pas explici- 

tement dans la formule symbolique (aq). 

Ces remarques sont essentielles à retenir si l’on veut bien comprendre 
le sens véritable du formalisme de la théorie quantique des champs. 
Nous les examinerons à nouveau dans le cadre de la Mécanique ondula- 
toire du photon. 



CHAPITRE 11. 

DÉRIVATION VAHIATIONNELLK DKS ÉQUATIONS 
DE LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE. 


1. Introduction d’une fonction de Lagrange. — On peut rattaclier 
l(îs équations de la Màcani([ue ondulatoire sous leurs diverses formes à 
un schéma lagrangien permettant d’obtenir aulomatiqucmenl cos 
équations [)ar des procédés de Calcul des variations et, dé pins, do 
trouver à l’aide de formules générales l’eipression des densités de 
moyenne les plus importantes intervenant dans ces théories. Ce schéma 
Lagrangien est analogue à celui qu’on rencontn^ dans beaucoup d’autres 
branches de la Mécanique et de la Physique. 

Nous avons rappeh* que la Mécanique ondulatoire introduit systéma- 
tiquement une grandeur complexe, la fonction d’onde W, fonction des 
coordonnées d’espace et du temps. Dans la Mécanique ondulatoire pri- 
mitive, la fonction d’onde n’avait qu’une composante, mais dans la 
Mécanique ondulatoire de l’électron, du photon, etc., devient une 
écriture symbolique représentant l’ensemble des composantes '1^, 'F.,... 
de la fonction d’onde. De plus, W est toujours une grandeur complexe 
et, à côté de 'F, on doit donc toujours considérer la quantité complexe 
conjuguée W* dont l’équation d’évolution est conjuguée de celle de W. 

Pour faire rentrer la Mécanique ondulatoire dans un schéma 
Lagrangien, on aura à définir une fonction de Lagrange if dépendant 

ri'Pi àWi «filial 

de Wi, des dérivées spatiales et temporelles 

= Wi, etc., ainsi que des quantités conjuguées. Si des actions exté- 
rieures s’exercent sur le corpuscule considéré, C pourra aussi dépendre 
explicitement de r, t. Nous admettrons que if est toujours une 
fonction bilinéaire réelle des quantités étoilées et non étoilées, 
c’est-à-dire que if est une somme de termes dont chacun contient le 
produit d’un des 'Fa ou d’une dm dérivées des 'F^ par un T;; ou l’une 
des dérivées des'^i- Ces définitions et hypothèses étant posées, en ce 

(») Sçr celte hypothèse de réalité de j(r, voir le paragraphe G du présent chapitre. 



c6nc6rae la fonction de Lagrange* nous envisagerons nniegraie 


(I) 




àWx àW 

f)x * f)y 


'l’î M*;, ... 


où V est le domaine de variation des coordonnées d’espace, t" t' celui 
des variations de la coordonnée t. Maintenons constants les domaines V 
et — cl imposons (*) aux et aux des variations et 
telles que ces variai ions soicnl nullcs aux lirniles de V et pour les ins- 
tants t t' (îi t t’. 

La variation C(Jrrélative de 1 e^l 

(v) Ôf == f fit f ZCfh 
J,' Jy 



{*otle forme do ol r('‘siille de Thypoihèse que C une fonclioii 
bilinéaire récll^î des quantités étoilées el non étoilées, de sorte que la 
^partie de ôï qui dépend d<!s ^ el est la (|uantité conjuguée 

de celle qui dépend des <5 -j— et 

.l|n procédé d’intégration par parties qui est classi(|ue en Calcul des 
variations perrnel de transformer ol en lui donnant la forme 


(3) 



fit à ()C 

W; 'Zdifh-i'WZi 

i 


>) 

Oh'rr 


conj., 


üù nous avons posé 
(4) ‘ 


/ 



iiXi 


( r — 1 


'C. 


On admet comme postulat que le champ est lel que l’intégrale l soit 
un extremum pour des variations quelconques el soumises aux 
conditions précisées ci-dessus. On est donc amené à poser 




t)C () dC 

Wa 


àC 


à i)C 


i — 

à àe 






^i àxi f)} 


i 


Tr 


(*) Dana ce paragrai>lie et dans le suivant, l’indice a représente l'ensemble des indices 
d«i ir. 



ïr; 


£ti raison de lu fn^me btllM«u*è de 4?, ie t^ond système d’^étiuations 
aoüs donne les équations d’évolution des et le premier les équations 
d’évolution des De plus, en raison de la réti|lité de C, ces deux 
groupes d’équations d’évolution sont conjugués Tua de rautrc, comme 
cela doit être. Finalement, on obtient ainsi pour les des équations 
aux dérivées partielles simultanées (au plus du second ordre) en nombre 
égal à celui des composantes du 'F. Ce sont. les équations d’évolution du 
champ 'F. 

Ou peut remarquer en passant que si l’on ajoute à la fonction de 
Lagrangp une expression de la forme 


3 ,,, 

■ J - j >i 

(ce qui revient à ajouter à I Tintégrale d'une divergence; d'espace- 
teraps), rien n’est changé aux équations d’évolution. On peut donc dire 
que la foncliou de Lagrange n’est définie qu’à une divergence d’espace- 
temps près. 

Rappelons (ju’en Mécanique analytique ordinaire, on peut définir 
l’énergie H à partir de la fonction de Lagrange C et des moments 

p^ :=z ^ par la formule 
àqi 



Ici nous définirons les moments conjugués de 'F^ et de ^FJ en posant 


( 7 ) 


i.2li 


lie 


. (te 
"'""An' 


Z 


puis, comme les 'F^, et 'F^ jouent en chaque point xys le rôle des qi de 
la Mécanique analytique, nous serons amenés à penser que l’énergie du 

c^anap W doit être donnée par / wdx avec, par analogie à (6), 

« * J y 


( 8 ) 






àw: 


’=2:(” 




ri)- 


Cette prévision sur la forme de\v va se. trouver bien vérifiée plus loin. 

Notons enfin qu’il est souvent commode d’introduire dans les for- 
^mules précédentes les coordonnées d’ünivers Xi= 2 Xj x^^y, 



'âinsi que la coipïtfoa 'l>ièiirci>anue’^ feurMeà' 

iûdiees deux fois répétés, convention qu^on appliquera aux indices 
des Xk et aussi à ceu]| des Ofl notera bien cependant que le passage 
à l’imaginaire conjuguée représentée parles astérisques ne porte /ama/y 
% sur les facteurs i introduits par l’emploi des coordonnées d’Univers. 

^ Nous généraliserons la définition (4) en l’appliquant à l’indice /™4- 
Avec ces conventions, les équations (5) s’écrivent simplement 

V f t)C ^ 


2. Densités de valeurs moyennes dans le schéma lagrangien. 
Considérons mainleuanl le tenseur de rang doux 

ÿ' (jo) 'Vi, 


JJL 

fjyi 




0,1, ^ , 


OÙ du, est le symbole classicjue de Kroneckor égal à i pour k et à o 
pour i z/é k, 

Galculous en supposant que JS ue dépende pas de, xyzl (pas 
d’actions extérieures sur le corpuscule). On trouve 


(H) 


àTn 

àxi 


( Æ-\\r 

,h-, 


•>£ . 


(le 

'^'1 o.i 


'!Ï2J. 

fh'i 


da -h corij. 




^1 

Ox, J 


4 - con j. 



oî: 

')'yo,i 



Le deuxième crochet est visiblement nul, par suite de la commutativité 
des dérivations et le premier crochet est aussi nul en vertu de ( 9 ). 
H en est de même des quantités conjuguées cl l’on a finalement (ne pas 
oublier qu’il y a sommation sur i) 




(b't 


(Â = 1 , •>, i. 4). 


Cétî^ ri|ltion de divergence nulle nous fournit quatre relations (|ui,; 


peuvei^t ' 


considérées comme exprimant les conservations de 


l’énergie et des composantes de l’impulsion si l’on regarde T,/t comme 
le lÉWtir impulsion-énergie du champ Ce point de vue est confirmé 
parafait que, si C dépendait de xrztj le second membre de ( 12 ), au 

» fiiT 

ken d’èiré nul, serait égal à 


àxk 



Lès équèiioïièt(iif?là k:=: i\ 2 , "3 doivent don<^ exprimer la conserva- 
tion des composantes de l’impulsion. On en déduit aisément que T4i,V 
T^î et T4a sont les densités d’impulsion du champ ^ multipliées par ec, 
tandis que les T, a avec e, /: = i, 2, 3 sont les coniposanles du tenseur 
des tensions dans le champ. 

L’équation avec A = ^ doit exprimer la conservation de l’énergie : 

T.ji et T;u sont donc les composantes du tlux de l’énergie multi- 
pliées par P tandis que doit être la densité d’énergie multipliée' 

par — I. On vérifie bien, en eHel, ([ue - tv, (v étant définie 

par (8). 

Le tenseur T, a défini ci-dessus n’est pas sjmélrique. En particulier, 
le tenseur des teOssions n’est pas symétrique (Ti2 3?^- 'J'21, •• •) les 
composantes du (lux de l’énergie ne sont pas égales aux densités des 
composantes d’impulsion multipliées par c'-^ (car ...). La 

plupart des auteurs adinellcnt que l’on doit rendre le tenseur 1',/. symé- 
trique en le remplaçant par > Ce n’est pas l’avis de M. Olivier 

Costa de Beauregard, qui a donné dans sa Thèse des arguments tendant 
à foire conserver le tenseur T,/, sous la forme non symétrique (10). 
f 3 ’accord avec lui, nous conserverons cette forme non symétrique. 

A partir de la fonction de Lagrange, nous pouvons aussi définir un 
quaiirivecteur d’espace-temps jouant le rôle de vecteur densité-flux. 
Nous le définissons en posant 




//= 


r à JS 


Ta 


fJJS 



(i = I, 'i, 4 j. 


En particulier la composante de temps /., donnera la probabilité de 
présence 

Pour que le quadrivoctour f joue le rôle de vecteur densité-flu*, on 
doit poser l’équation de continuité 


(i5) 


'Lù. 

àjTi 


Or, en tenant compte des équations (9), on trouve aisément 


(16) 


'iÇ' 

âXi 


‘ITU 

h 

'iT,i 

~ 


à JS 


■conj. 




LOUIS DE BBOCLIB. 



Pôiir prouver que est nul, on peut partir 4e la remarque suivante î 

les même nornlalisés, ne sont jamais définis qu’à un facteur de 
phase de la forme e** près, où a est un nombre réel, le facteur étant 
le même pour tous les Certains auteurs nomment cette propriété 
Vinvariance de jauge de première espèce. On doit donc admettre 
que la fonction et les équations de Lagrange sont insensibles à toute 
variation de a. Or pour une variation inlinitésiinale d« de <z, varie 
de ôU’a H’o ~ ièxWa. De même, on a i 

-i(5aU‘; et Dans l’expression (i6), le 

crochet est donc, au facteur îool près, égal à la variation qu’éprouve C 
(jiiand on fait varier la phase de ox; comme celte variation doit être 

nulle, on en conclut que ~ o, ce qui permet de considérer le qua- 

drivectcur £ comme représentant la densité et le flux d’un fluide fictif 
qui se conserve, fluide qui symbolise la probabilité de présence du 
corpuscule. 

En raison des diflicultés qui se préseuleiit pour T interprétation du 
vecteur (lensilé-lluv dans le cas des corpuscules de spin supérieurs à -p 

difficultés dont nous aurons à reparler à propos du photon ( ‘ ), certains 
auteurs préfèrent considérer syslémaliqueinenl, au lieu de f, le quadri- 
vecteur ef, où e est la charge électrique du corpuscule. Ce quadrivecteui 
doit représenter les densités moycunes de charge électrique et de cou- 
rant électrique liées au champ W. On remarque alors que le quadri- 
vecleur 


U7) 




r. il 








serait nul identiquement si les étaient réels (car alors e* 

%,r ) et l’on en conclut : taudis que les particules chargé e i 

doivent être représentées par des fonctions d’onde complexes^ les pa^r- 
Bulè* neutres doivent être représentées par des fonctions ^ /te 
^ point de vue qui se rattache à des questions difficiles sur lesqoellet 
nous aurons à revenir, ne nous paraît pas s’imposer. On peut, en effet 
très bien admettre que les particules, qu’elles soient chargées oi 
j^tutres, sont représentées par des fonctions d’onde complexes et que li 
vecteur densité-flux d’électricité #sl nul pour les particules neulrcj 


Pour plus de détails pour ces difficultés, consulter L. »s Brogue, Théorie 
rtih des partirules à spin, Ciiap. IX, Paris, Gauihier-Vîliars, 1^43. 
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simplement parcç que leur charge électrique [qui ligure en fncleur 
dans (17)] est nulle. Nous nous bornerons pour l’instant à celte indi- 
cation. 


3. Application du schéma lagrangien à la Mécanique ondulatoire à 
une fonction d’onde. — Dans la Mécanique ondulatoire relati\'iste à 
une fonction d’onde, on adopte pour le (‘orpusciile libre In fonction de 
Lagrange suivanle 


(18) 

avec 

(nO 


■ [‘ 1 . 

- ‘f ; Ç t 


i 7 ).r, iLr, 






/.O : 




est bien une fonction bilinéaire réelle do ’f', de *1 * el de Irnirs déri- 
vées. On en tire 


()i7 ; 



— r = M *, 

if* 




w. 



io: 

■■ ÔJ'i ’ 

,yrr - ■ ' ' 





Les équations de Lagrange donnent 

(21) (D-^ = (□-f-A-i)»r = 0, 


(J- - — 5 

Ô.V, 

Aü‘r. 




Ce sont les équations de propagaliou de la Mécanique ondulatoire rela- 
tiviste à une fonction d’onde. On trouve également 


( 22 ) «r = - Û- -h fj’* i" | j-rad »!* 1* + / ,V ‘L 

et plus généralement 


(23) 


Ï,X = X” S/X 


âC 






àxj Oxj 


rÆ; 






fJXi ÔXk J 


e 

Pour les composantes du quadrivecteur densité-flux, on trouve 




'/U vn»r*i»» II* 

Nous u’inslslerons pas davantage sur la Mécanique ondulatoire' rela- 
tiviste à une fonction d’onde, qui a l’inconvénient de ne pas rentrer 
dans le schéma quantique général, son équation de propagation étant 
du second ordre par rapport au temps. 

Quant à la Mécanique ondulatoire non relativiste, dont l’équation de 
propagation est du type canonique, son caractère non relativiste ne 
permet pas de lui appliquer dans son ensemble le schéma lagrangien 
de forme relativiste développé dans les précédenls^paragrnphes. 


4. Le schéma lagrangien de la théorie de Dirac (^) (théorie de la 
particule de spin i/a). — La théorie de Dirac est une forme relativiste 
de la Mécanicjue ondulatoire qui salisfait au schéma quantique général ; 
ses équations paraissent être valables pour toutes les particules de 
spin ij'A. Elle fait intervenir <jualre composantes 'l’’r7 de la fonction 
d’onde et on peut la faire dériver de la fond ion de Lagrange 


(AS) 



I 

r i)t 




1 

<fz 




//.oaiMg 


]! 


-4- con j . , 


Â‘o étant encore délini par (iq). Dans cette formule (^ 5 ), les sym- 
boles «4, a.j, a», a» sont les quatre matrices hermitiennes de Dirac 
telles que l’on ail 

(26) a, a/. -4- OCX a, — O |)j)ur i a k. 


avec la condition d’hermilicité 

(27) (Ot/ W= 


Nous adopterons pour les les formes usuelles 


(a8) 


! 

0 

0 0 

I 



0 

0 

0 

i 


0 

0 1 

0 



0 

0 

— i 

0 





, 

aj = 





1 

0 

I U 

0 



0 

i 

0 

0 

1 

1 

0 0 

0 



— 1 

0 

0 

0 

J 

0 

(1 

I 

U 


— 1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

— I 


0 

— ï 

0 

0 

1 C(;i ^ 










f 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

1 

0 

— I 

0 

0 

« 

0 

0 

0 

I 


! (*) Pour approfondir la théorie de Dirac, on pourra consulter le livre déjà cîlê ; 

Théorie générale des particules à spin^ CUap. V cl VI. 
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Dans la formule (aS), le symbole représente la combinaison 
linéaire suivante des *1*/ 

i 

( 39 ) i'L ■' '■ 

et l’on posera de même 

4 

(•»9') rga, 


Avec ces détinilioiis et conventions, on voit que C est bien une fonction 
bilinéaire réelle des et des et de leurs dérivées. On notera en 
passant que 

( ju ) [ q •; a, n g I* = [ m a, }g: ‘1 \ ( a, ),g H H" y, H g . 


Les équations (9) de Lagrange sont ici 


; ‘ " * (J " / II* X " / il’ X ” II’ / il’ 

[rirf'~ ^ dv ^ ‘ 


( 3 ' = I, y, 3, 4 )• 


Ces équations sont bien en accord avec la forme canonique 

si l’on pose 


= H.r, 

27:1 <U 


(J2) 


H=^r 

iru 


à () f) 

- ai-+- — a2H- -p «.{ -h //voa4 

âx t)y (Jz 


] 


Les équations (3i) sont les équations de Dirac pour les *Fg et 'FJ. 11 on 
résulte que OO 

(33) 

L^s équations de Dirac forment un système de quatre équations linéaires 
aux dérivées partielles simultanées du premier ordre en Wg (et en 'FJ). 
Nous n’étudierons pas les solutions de ces équations, renvoyant le lec- 
teur aux traités spéciaux, mais nous allons calculer le quadrivecleur 
densité-flux et le tenseur impulsion-énergie. 



vniiriiKK II. 


Pour le quadrivecleur deusité-fluX) les formules générales nous 
donnent 


(^^4) 




(( = 1,2. •))> 


? = '^ = >r;>.v 


L’expression do p est Texpression bien connue de la densité de proba- 
bilité de [irésence en théorie de Dirac. En rnulliplianl /, et p par la 
charge e - - f; de 1 élextron, on passera au quadrivecleur densilé-llux 
d’électricité. 


de (33), 


(35) 


puis, pour /» 1 

, 2, 3, 

• 

1 

(30) 

1 

f ,,, /ir f 1 (hL, , ,;ip* 1 

) 1* / t ir (Jf ,c fit J 

((['-S . 


On peut vérifier que les J sont les coiuposanles de la densité d’impul- 
sion, multipliées par /c, tandis que les Tu sont celles du flux de l’énergie 
multipliée par y Enfin, on trouve 


( 37 ) Th- 


Ar i / 0 
'rjH Tç-h conj. 


A 


^ (Xi -f- 3t., -h //,„ j *+- conj. 


et Pon vérifie aisément pour l’onde plane monochromatique que Tu est 
bien la densité d’énergie changée de signe. 

Finalement on a trouvé comme densités de valeur moyenne pour 
l’énergie et pour les composantes de l’impulsion 


(38) 


rt ^ ^ ^ == I conj. 


O. X*6 ipin de l’électron. — Nous allons maintenant définir le spiu 
d’une particule obéissant aux équations de Dirac. 
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Diaprés Texpression ( 38 ) de ^a, on voit que le moment cinétique 
orbital sera défini par un tenseur antisymétrique d’espace M,a de com- 

P'*****'®’*' ( fl - T’Hk 

(39) M/x=: r {æiiii, - ^ 


h 

4-/. 



àW^ 

àXK 









Or, ou déinoiilre facilement (pi’en théorie de Dirac le moinenl 
d’impulsion ainsi défini n’esl pas une intégrale première, c’esl-ù-dire 
que les M/a, qui sont les parties réelles des valeurs moyennes corres- 
pondant aux opérateurs 

ne sont pas constantes au cours du temps. En cITiît, on vérifie que les 
opérateurs IVr,> ne convmutent pas avec l’Hamiltonien H donné par ( 32 ), 
de sorte ((uo 

(4i) M,,= ll| 


n’est pas nul. On est alors amené à ajouter aux M,/, des opérateurs S,/, 
tels que les M/4 4 - S, a soient des intégrales premières et les S, 4 ainsi 
ajoutés définissent le spin ou moment cinétique propre de l’électron. 

Pour retrouver par une voie un peu dilférente la définition du spin, 
on peut procéder comme il suit. Nous avons vu que le tenseur T/4 
adopté précédemment n’est pas symétrique. Cette non-symétrie entraîne 
la non-constance du moment d’impulsion. (Considérons, en effet, le 
tenseur suivant de rang 3 , antisymétrique sur ses deux derniers indices 

(42) M/(A,]=: T/4^/'-T/;a:4, 


et calculons la divergence Gomipe C/- ^ 


(43) ± M„x, = T,x - T„. g = - ïxx O, 

♦ 

Si nous intégrons la formule précédente dans le domaine d’espace V en 
supposant toutes les grandeurs nuiies aux Ijmdles de V, les termes du bc 
premier membre où i -ÿé 4, donnent une divergence d’espace dont l’inié- 
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H 

grale est nulle et il reste 

Le premier membre est la d(^rivée par rapporl au leînpb du moinenl 
d’impulsion orbital (3()) i celle dc^rivée serait donc nulle si 1 était 
symélrif[uc, mais elle n’a pas de raison d’être nulle, puisque 1 u est pas 
symétrique. 

Mais ou peut déduire de T//, un tenseur symétri({ue en posaiil 
( 4') ) ^ lA = TLa ■+- T Ay |. 


et l’on peut N^bdlier que — ^1/. - résiill(‘ alors de ce qui précède 

que le moment d’impulsion 



formé à partir de T', rest(‘ constant au cours du temps. Ou trouve 
d’ailleurs 


-'» 7 ) 


1 /V h \r,,. .yu*; 

/ ' 1 'U ex- 

^y'i a ... ^y^r; ... ] , 

-e ex Ma- -J— c, M 
'h-, fArx J 

■'X(' 

or 1 / 

(ax-C/ a,./‘x)MaO/t. 


<ri (T 
r ()l 


llempla(;ous dans (47) les dérivées par rapport au temps des et 
par les valeurs tirées des équations ( 3 i) et intégrons par portion (avec 
toujours l’hypollièse que les sont milles aux limites de V), il vient 



On voit donc que, si l’on considéne la quantité M'u. comme étant le 
moment total de l’impulsion (ce qui est justifié par le fait que est 
une constante du mouvement), ce moment total se décompose en un 
moment orbital M,* et un moment propre Sa qui est le spin. La densité 
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de spin est donc un vecteur d’espace a de composantes 

(4,,) !7,.= -A ^ 

On montre en ihéoric de Dirac, que l’on peu! adjoindre à ces 
trois grandeurs la grandeur 

( 5o ) a, = — ic y'J / a , a- a., ^'', 7 , 

I - 

de façon que u el <7-, soient les quatre composantes d’un quadrivecteur 
d’espace-teinps. On montre aussi que pour une onde plane monochro- 
mali(|ue, on a 


Le spin de l’électron est donc une grandeur dont les composantes 
rectangulaires correspondent aux opérateurs 


Le spin de l’électron a donc pour valeur ; l’électron est un corpus- 
cule de spin iJ'a en unilé et les équations paraissent s’appliquer à 
tous les corpuscules de spin 1/2 (protons, neutrons). 

6. Remarque importante sur le formalisme précédent. — Dans notre 
schéma lagrangien, nous avons, avec la plupart des auteurs, adopté 
pour la fonction de Lagrange i? une expression réelle de la forme 


Le formalisme qui en est résulté nous a conduit, pour la densité de 
valeur moyenne d’une grandeur A, à des expressions p(A) de la forme 

(54) ?(Â)= 

Or, les principes généraux de la Mécanique ondulatoire nous 
conduiraient plutôt {voir page 9 ) à adopter pour p(a) l’expression 

(55) p(ï)=^^;A^a, 

qui correspond au choix = JT au lieu du choix (53). 
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Si l’opc^ralcur A. opère seulement sur les indices des 'Ü’V (comme les 
opérateurs a de Dirac), les définitions (54) et (55) se confondent, 
car est réel en vertu de rhermilicilé de A. Si l’opérateur A 

contient des dérivées par rapporté x, y, l’expression (55) peut être 
complexe et différer de (54), mais les expressions (54 ) cl (55) restent 
intégralement équivalentes^ c’est-à-dire donnent la même valeur si on 
les intègre dans V comme le montre encore rhermilicité de A. Puisqu’en 
Mécanique ondulatoire seules les intégrales représentant les valeurs 
moyennes ont un sens physique bien défini, ou p(‘ut considérer dans 
tous les cas les expressions (54) et (55) comme équivalentes, et il est 
indifférent de choisir l’une ou l’autre. 

Mais celle conclnsion n’est exacte qu’en Mécanique ondulatoire 
non superquantifiée et cesse de l’être en Mécanique ondulatoire super- 
quanlifiéc, parce qu^llors le symbole ne désigne plus la quantité 
complexe conjuguée (au sens usuel du mot) deW^. 11 est alors nécessaire 
de choisir entre les expressions (54) et (55), et nous verrons plus loin 
(Chap. IX, § 4) l’importance que ce choix peut présenlm* en théorie 
quantique des chnm])s. 



CHAPITRE III. 

LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE DE LA PARTICULE DE SPIN MAXIMUM i. 




1. Schéma lagrangien de la Mécanique ondulatoire de la particule 
de spin i en l’absence d’interactions. Nous avons développé dan> 
d’autres Ouvrages (') une théorie de la particule do spin maximum i, 
particule pouvant avoir les spins o ou î, en considérant la fusion de 
d<*ux particules de spin 1/2 dont les spins peuvenl s’ajouter ou s(} 
retrancher. L.e développement de cette théorie exige rintroduclion 
d’un à seize composantes que nous désignerons par les indices a- 
et 7 pouvant prendre Uun et l’autre les valeurs 1 , 2, .), /\, 

Pour former les combinaisons linéaires des dont nous aurons 
besoin, il nous sera commode d’utiliser deux séries de 4 matrices à 
16 lignes et i() colonnes que nous définirons à partir îles malicros a, de 
Dirac par les formules 

^0 ^ =(*3tr)).v ( 03/<)X|i.^vp = — ( — 0’ (°‘r)[j.p ^Xv» 

avec 2, .i, 4 et X, /JL. V, P ^ 1 , 2, 3, 4* ^ ’ 

En vertu des propriétés des matrices « de Dirac, les matrices Cl et dh 
seront hermitiennes et l’on aura de plus 

( 2 ) C\,.CT, -+- (X,6Lr~\ . 2 =1.2 Ô,.,, - a,6hr = O, 

où 1 représente la matrice unité à i6 lignes et i6 colonnes. Le sym- 
bole Clr^P^T représentera la combinaison linéaire suivante des 

4 

(3) ^ )<rT.txv ^lVv> " 

1 *44/ 

et de même pour 


(Q Voir Nouvelle théorie de la Lumière et Théorie générale des particules à 
spin^ déjà citées. 

j/\ ij 1 û... R 1 / \ ÈA \ \/ L*% l Tï... I 
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Ceci }K)S(^, par analogie avec le cas de l^éleclron, nous adopterons ici 
comme fonction de Lagrange 


(4) 


î 

/I 

^\C 


i) 

<Lr 

f) 

(fy 


^fh^ Cti *+• eXi i6i 
J 

c^’, eXo *+~ CX4 
■/ 


f) 

fïz 


i94CXn“f' CX4(9rt 


/ / 0 tX V (Bi ^ ^ 


-conj.; 


avec 

(M 


Ao = 


■> 7: 

T‘"" 


r, 


/jLo étant la masse propre de la particule considérée. 

D’après les formules (9) du précédent chapitre, on trouv(‘ comme 
équations de Lagrange 


; (c») 

.7't: 


C tJf J 

r () (^4 c\ 1 -f- cft 4 ( 3 ) 
^ I - 


<) e34cX >-t- eXtO?. 
üy ■> 

0 c34 CX 3 -f- (Xi t5;i 
<)z 


f /’o CX; Ct3, 




et les équations conjuguées. Ces équations, qui ont pour conséquence 
i? ==r O, n’ont pas tout à fait la forme canonique habituelle, à cause de la 

présence de l’opérateur au premier membre. Néanmoins, nous 

définirons l’opérateur hamiltonien en posant 


(7) 


avec 


(«) 


H 


hc r 0 

2 ni I f)wi' 


èX^ *4- (^4 (Xt 

2 


() (*34CX2 

fh 2 

CX V (Os “l- CtÎ4 (X.3 
Oz 2 


iko ( 3 Lk X04 


]■ 


Nous verrons plus loin que c’est bidh cet opérateur qui intervient dans 
la définition de la densité de valeur moyenne pour l’énergie du photon. 

Les équations ( 6 ) sont au nombre de seize, correspondant aux 
valeurs i, 2 , 3, 4 de or et de r. De ce groupe de 16 équations, on peut 
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déduire uu autre groupe de 16 équations en appliquant aux deux 
membres de (6) l’opération ^ ^ » On obtient ainsi 


(-9) 


f/'o 


1 ** 
c âi 




CT^Cti — tî 3 , 


\ 


() et 4 et 2 — ^^34 (02 
•> 

—(04(02 ] l 0 eXi (04 

(^Z ■> J ()f ■> ^ 


Si nous introduisons maintenant à droile la valeur de v 

tirée de (6), nous constaterons que tous les termes s’annulent, sauf ceux 
en / (,, et il viendra linaleinent le groupe de 16 équations suivant : 

I 0 et,- (0v„, f e\i(0,— (0,c\, 0 eli( 0 ..— ( 04^2 

^ cJf ^ 1 0.r J) 

a, oh - c0(Cl2l„, 

,)z ; 

' * 

Nous avons ainsi obtenu l’ensemble des da é(]uations fondamenlales (6) 
et (()') de la particule de spin maximum 1 auxquelles correspondent 
naturellement 82 équations conjuguées. 

Il importe de remarquer que le passage de (6) à {&) suppose essen- 
tiellement que Â'o, et par suite sont diirérenls de zéro. 

En combinant par addition et soustraction les équations (6) et (6'), 
puis en multipliant par ( 51 , et (B, les équations obtenues, on peut écrire 
les équations de la particule de spin maximum i sous la forme 


( 10 ) 


(k/) 


I CTT 
C ôt 

I 

c ôt 


~ ^ ôijr ôÿ ” ^'1*<7T ) 


avec < 7 , T ri; 1 , 2 , 8, 4- 

Par addition et soustraction de (10) et (10'), on peut encore écrire 


(E) 

(C) 


I ^ 
c ôt 


ô 


- 1 - C 0 i 

0 

eXi -f- (-02 

ô 

cl 3 H- (0'» dît 4 -4- (04^ 

< 

ôx 


2 


2 

^ôz 

: + fico -1 : 

2 2 J 

) 'l 0-T> 

ô 


-(01 

,) 

— (02 

ô 

a^— ( 0 :, a, — (04\ 


ôx 


2 

<f y 

‘P 

■*" ôz 

_JÎ 1 

2 2 / 




• 



l 


Les équations (E) sont des équations d'éuolution qui permettent en 
principe de déterminer les valeurs des à un instant quelconque si 
l’on connaît leurs valeurs à un instant initial. Les équations ^C) sont 
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des équations de condition que les doivent satisfaire à chaque 
iJ instant. 

^ Oü démontre aisément, par exemple en itérant les équations (lo) et 
(lo') el on tenant compte des relations ( 2 ), que l’on a pour chaque 

( h; □ <l-„ i - AM-,, = M-,„ 

J . . . . . ♦ 

équation qui déduit la propagation des et montre que. si kl est nul 
^ ou négligeable, cette propagation s’elTcctue avec la vitesse c. 


ti. Le quadrivecteur densité-flux. — La formule (i3) du chapitre 
précédent cl rexpression (4) de iT nous donnent 


(ly I 


rM <JT 'I rjT- 



Mat 




Mat- 


I)’aj)rès le mode mémo de formation de ce quadrivecteur, nous savons 
que réqualiou de continuité 


(t'O 


àji 

fh’i 


'Ze 

(H 


> 

tliv /* = O 


est vériliée. 

La forme de la densité p appelle quelques remarques bien connues de 
ceux qui ont pratiqué la théorie du pholon el la théorie générale des 
particules à spin. Le fait fondamental est que la densité p n’est pas ici, 

^ comme en théorie de Dirac, une quantité définie positive (c’osl-à-dirc 
toujours positive ou nulle, mais jamais négative). Elle peut être néga- 
tive et même, comme nous le verrons, pour une onde monochromatique 

à énergie négative, elle Test en tout point. Lorsque / pdrest négatif, 
on ne peut évidemment pas normaliser la fonction ¥ en posant J' pdT=i. 
Nous verrons d’ailleurs que pour une onde à énergie négative, la 
difficulté disparaît si l’on norme en énergie on posant J* pWdr=:hv 

car, pour une onde à énergie négative. pW est positif parce que p et W 
sont tous deux négatifs. 

Dans le cas général d’une onde quelconque, des difficultés ana- 
logues à la précédente pourront sê présenter chaque fois que dans la 
composition spectrale de Tonde ^ figureront des ondes à énergie néga- 
tive. Mais il J a plus : même pour des ondes ^ formées uniquement par 
une superposition d’ondes planes à énergies positives, il peut se faire 
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qu’en certains poirits p soit négatif. Nëartfnoins la formule de normnli- 
salioh J* P dT--=: i sera alors encore applicable car, l’intégration annulant 

l’effet des interférences locales et ne laissant subsisler que la somme 
des contributions dues aux ondes planes considérées isolément, l’inté- 
grale I P àr sera toujours positive. Néanmoins, même alors. la grau- 

deur P no peut être considérée comme donnant la probabilité de 
présence de la particule en chaque point, puisqu’elle n’est pas nécessai- 
rement positive. Nous aurons l’occasion de revtmir plusieurs fois sur les 
propriétés de la densité p. 


3. Le tenseur impulsion-énergie. - L(‘ schéma lagran|ien gc’méral 
nous a conduit à définir iiii tenseur impulsion-énergie non symétrique 
par la formule (lo) du précédent chapitre. 

En l’appliquant, compte tenu de la relation — <►. nous trouvons 


T [ iir* e34C\/-+- 

= 


(> 4 ) 




? fJj'f, 

r f)t ' 


/Ar/. •> 

- conj 


Ta. 


. t 


i]. r. i 


,,, /ic f,,.. a, + (P, ,;iiv 1 -4 


c ^ 


Tu- 


hc a^-h 03^ I 

•> r /y/ 




Nous pourrions mettre d’ailleurs l’expression de T,^ sous une forme 
plus élégante (kmnanl les i6 T,x en une seule formule, mais, pour 
développer les calculs, nous serions toujours amenés ù revenir aux 
formules (i4)* Nous savons que le tenseur satisfait aux relations de 


conservation 


fh'i 


Nous connaissons le sens physique des T,yt. On peut le vérilier aisé- 
ment dans le cas simple des ondes planes monochromatiques. Par 5 
exemple, pour comme le d’une onde plane monochromatique S1 
est tel que 




f)t 0t 


W étant l’énergie de la particule, on trouve 


(î5) 






~pW = 


2 



Nous pouvons, si nous le désirons, rernplfttè# l<rtenseur non sjrmé- 
Iriqin* Ta par le lenscur symétrique -ri— — î. De plils, ïl^mme 

les densités ne sont définies en Mécanique ondulatoire qu’à uni diver- 
gence d’espace près, nous pourrions encore remplacer lô tenseur par 
un autre tenseur qui lui soit équivalent intégralernenjt 

On pont démontrer qu’il en est ainsi polir le Lenseür suivant 


n, 


(ir>) 


mu --- ar ’l tjz 


mt; --- m,, - 








( A =5: 1, 2, 3), 

(' /, = I . 7, 3 ), 


m^i~ 


Ce lenseur ^yméifnV/ae d’impulsion-énergie, le tenseur maxwellien, a 
une grande imjiortance en tliéorie du pholon, où il vient se confondre 
avec le terme classique de Maxw(dl à des termes en y.] près. Dans la 
théorie classique de l’éleclromagnéiisme, on a considéré à peu près 
exclusivement ce tenseur énergie-impulsion dans le vide et cette 
circonstance a fait méconnaître l’existence du tenseur symétrique qui 
lui est intégralement équivalent et du tenseur non symétrique T,x 
dont est la forme symétrisée. C’est l’un des avantages de la Méca- 
nique ondulatoire du plioton de mettre bien en évidence l’existence do 
ces divers tenseurs. 


A. Définition du spin. — Nous introduirons le spin comme nous 
l’avons fait précédemment en théorie de Direc. Le moment d’impulsion 

(.7) Ma=ll'l.r.Tu Jci.Tu\'h (/,/• = i, 2 . ')) 

v'v 

n’est pas constant au cours du temps à cause de la non-symétrie de 
Au contraire, le tenseur 

. 4 

(18) M'a = X {i\ A = r, 2, 3 ) 

reste constant au cours du temps. Substituant dans les expressions 

T'u les valeurs de ^ ~ tirées des équations (lo) 

et (ïo') et de leurs conjuguées, on obtient après une intégration par 

parties 



vec 
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^0 K.. 




loùr ^ A'œsi, a, , J.* Nous sommes doue conduits à définir la densité de 

pin coiüiiïie ntt^vecieur d’espace cr dont les trois coniposanles reclan- 
ruiaipes mut 


K 




/# u»3;C\ ,,, 

T, - — " 'Tt — - a' 

h /t»3id.-.cXi -h /c'l4ü3oi<3t 

- *I fT- * (J 


il / 1»3., cil c\ . H- / c\-, t'3, lih, 

rs. — il rj- M rs- 


îorrespondanl aux opt^raleurs de spin 
il i ôh V c\ J cl i -4- / cl i e3 O ( <3 


22 ) S ,; = 


s, = 


il f iQ> 4 CIL ;; cl I H~ I cl i Ct3 1 


s.= 


il i e3 cl 1 cl -2 -+- 1 cl 4 c»3 1 c>3 2 


Eufin si l’on considère la grandeur 

fcii ,* / e3', cil cl > cl 1 -4- / cl^ e32 w , 

( 2 { 1 7', - - _ ‘I ft' • 

on peut démontrer que cr,, dy, u- et a-, formeut les quatre composantes 
d'un (|uad ri vecteur d’espace-lemps. 

5. Grandeurs tensorielles attachées à la particule de spin maximum i 
et état d’annihilation. — Nous avons jusqu’ici caractérisé la particule 
de spin maximum i par les seize composantes 'E/j- de sa fonction 
d’oiide. Nous allons maintenant être amenés à substituer aux *1 seize 
grandeurs ayant un caractère lensoriel et permettant d’écrire les 
équations de la particule sous forme tensorielle. Ges grandeurs ont 
;iotamment une grande importance en théorie du photon, car nous 
verrons qu’une partie d’entre elles représentent les potentiels et les 
champs de la théorie électromagnétique. ^ 

Pour parvenir à introduire les grandeurs tensorielles en question, ttètts 
remarquerons que les photons setot susceptibles de disparaître en aban- 
donnant toute leur énergie et leur quantité de mouvement à des élétiiants 
matériels (électrons {!»ar exemple), et nous admettrons qpie toute particule 
de spin i possède cette propriété. Ceci nous a conduit à admettre qu*il 
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existe un état iV annihilation pour ces partipijlefV et à chercher à 
représenter cet état d’anuilnlatîon par une fonéilon d’yOnde H 6St, 
naturel d^adrnellrc que les composantes de jîétte fonctio#* 
doivent être des constantes indépendantes de xvzt et que k jferme 
de 'r*'*) doit rester invariante pour une transformation dé Lorentz 
quand on applique aux composantes la transformation que subissent 
d’une façon générale les composantes 'T^-lors d’une telle transformation 
de Lorentz. On trouve ainsi (nous en donnerons plus loin une justifi- 
cation) que l’on doit poser 

{'i\) ‘l’VV = - ' ■ ‘I vy = - 1 . '1 ’'JV = H- « . ' 

tous les autres UV: étant nuis. Si donc on considère les 'J'Vt comme 
les éléments M’une matrice à /\ lignes et 4 colonnes, cette matrice 
coïncide avec la matrice définie pour les équations (28) du précédent 
chapitre, et nous pouvons écrire symboliquement 

{2i) a... 

Mais ici se présente une grave difficulté : la fonction ainsi définie 
n’est pas solution des équations de la particule. Si, en eftét, nous nous 
reportons aux équations (6) et (6'), nous voyons (|ue les équations ((i') 
sont bien satisfaites par les valeurs (20) des 'IVt, mais qu’il n’en est 
pas de mémo des équations (6) en raison de la présence du terme en A’»,. 
On pourrait, il est vrai, quand il s’agit des photons, supposer po et par 
stiiie A'o nuis : c’est là une question que nous di.sculerons. Mais il est 
nécessaire de parvenir à une définition des grandeurs tensorielles qui 
soit valable pour toute particule de spin 1 , en particulier dans le cas 
des mésons où ces grandeurs jouent un rôle important : il faut donc 
absolument, à notre point de vue, obtenir une fonction qui soit 
une solution des équations de la particule de spin 1, même quand 

ixo^o. 

Pour lever cette difficulté, nous pouvons employer l’artifice suivant 
(qui peut avoir un sens physique profond). Nous admettrons que les 
équations de propagation devraient en réalité être écrites non pas dans 
|;|||pace-tcmps à quatre dimensions sryztf mais dans un espace à cinq 
illineiksions Xo, Xj yq t, la cinquième dimension correspondant à la 
él^ordonnée ^0 échappànt à notre perception. De plus, nous admettrons 
qiJie les composantes d’une fonction d’onde représentant un état 
noâ annihilé ne dépendent de Xq que par un facteur de phase de la 
terme 
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On peut alors remplacer les équations (6) pur les suivantes : 


^ e ()f 2 


=[ 


1 03tCXi-h 

djr •> tfy '* 

t} (^\ C\-j “H C\ I 0?> ; 

-^,71 • 




'i5 


en conservant les équations ( 6 '). Les fonclicms d’onde de^ états non 
, annihilés^ étant de la forme ' 


et satisfaisant à (2()). satisferont aussi à (0), mais, do plu|| il est évident 
que les (a^)ey. étant indépendants de xyzt et de x*,, satisferont 

également à (26), de sorte que le système des équations (26) et (1)'), 
équivalent au système (^> )-{(>') pour les fonctions d’onde représentant 
des états non annihilés, admet en plus la solution Ainsi se trouve 
levée la difficulté signalée plus haut. 

Nous verrons d’ailleurs plus tard que l’introduction de la variable x^^ 
lève également d’autres diflîcultés relatives à la fonction *1'^"*. 


(). Déflnîtioh des grandeurs tensorielles comme liées à des transitions 
d’annihilation. — L’interaction entre un photon et un électron a lieu au 
moment où le photon s’annihile. Il est donc naturel d’admettre que les 
grandeurs électromagnétiques traduisant l’action de la lumière sur la 
matière sont liées à la transition quantique qui fait passer le photon de 
son état initial à l’étal d’annihilation et doivent être définies en fonction 
de cette transition. Généralisant cette idée, nous admettrons que les 
grandeurs tensorielles associées à toute particule de spin i doivent être 
définies de cette façon. ^ 

Ces idées nous conduisent à penser que les grandeurs tensorielles 
doivent être définies comme des densités d’éléments de matrices corres- 
pondant de l’état initial non annihilé 'F à l’état final d’annihilation 
Il faut, en effet, que ces grandeurs soient des grandeurs de champ f 
c’est-à-dire des fonctions de a?, c, t et, dans la théorie quantique, les 
seules grandeurs de ce type assolées à une transition déterminée, sont 
les densités d^éléments de matrice. 

Or, il ressort des exemples de densités obtenus au paragraphe précé- 
dent lors du calcul du quadrivecteur densité-flux, du tenseur impulsion- 
énergie et des densités de spin, que les densités ont ici la forme^ 
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canonique 

{■K) ri? 

OÙ Fl et Fa sont des opérateurs de même forme, mais agissant seulement 
Fun sur le premi(;r indice de *F^-, l’autre sur le second. Par exemple, 
pour la composante z du spin, on a 

J'i -= /cliCli «*t h’j = iôh^Oh^i 


Nous cherclierons donc à délinir seize grandeurs de la forme (27) grâce 
à seize choix dllïérents des opérateurs F. 

Combinons, à cet elFet, par multiplication, les seize matrices et la 
matrice i à ib lignes et ib colonnes. Nous pourrons ainsi obtenir seize 
combinaisons indépendantes susceptibles de jouer le roh‘de F,, savoir : 

1, Cl|, cia, cl'), cil, /CliCl',. /cloCli, /Cl-.Cl;. /cl^CliCl), /cl.cliCl,. 

/CXiCX'jtCl^, /Clld^. /Cl,)Cl';, /Cl;Cl|, /CljCljCl”. cl 1 cl;2 cl; cl 

et eu partant des Ôh, on trouvera de mènuî seize formes [)ossible.s- 
indépendantes pour 1^^,. 

De cette façon, on est conduit à former, sous forme de demsités 
d’éléments de matrice, les seize grandeurs tensorielh's non nulles du 
type (27) dont voici la liste : 


i'^ Les quatre composantes d'un quadrivecteur d'espace-lemps 


{'iH) 



— K U at ‘t CTT- 

•< ^ > 0^4 cl . - cl t e ?3 




Dans ces formules, K désigne une constante que nous choisirons 
égale à 

in) ^ = 

4 " V 

. . « 

de façon à pouvoir rejoindre dans le cas du phoion les formules 
classiques de i’électromagnétisme, comme nous le montxerons plus loin. 
Dans le cas du phoion, A^., Ay, A« seront les composantes du potentiel 
vecteur et V sem Je potentiel scalaire. 
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a” Les six composantes indépendantes d^ui tenseur anlisjmétrique 
de rang 2 


( •{()) 


Il, = -/K/.oMŸ: 

Il, == /KX,>n*Æ 

F,,-- H,-. 


l’"| 1 rr /F , — / 

F_>,=== /K, -:= ~ /IvÂoU-iiV 

F;.^- 


/(•3tC\2cliC\i 

/cXi(*32(»3 !i»3i. , 

/(»3,CX ;C\,Cl, 

/cXie3;!C>3te3i , 

/(<3iCl|CX..cXi 

•) 

/cXi e3i e3.ii3. ^ 

1 1 » , ^ ^*3 i cX 1 cX V 

- /cX4(<3,e3i 

1 an 

1 rs' 

, /(‘3.cX.cX; 

/èXie3,t'3i 

1' fJZ 

• a* 

l> 

/i»3vcX .cX j 



‘l'a., 

n'ry,. 


Dans le cas du pholon, il,, . . ., E- seront, ou h* devine, les compo- 
santes réel anguLa ires du chatn[) magnétique et du cham[> éleclriqin*. 

.)'* Un invariani 1 1 


I 3i ) 




c\ . - 4 - c\-, l'? i 


nv= ‘rÿt'cT;U3, «F^,. 


i*' Un invariant l... (ou plutôt un tenseur complètement aniisjmé- 
trique de rang 4) 

e3,c\icl,c\:clv-f cXve3,e3.c»3ie3. 

1 il» ) — 4 ^7 ^ ’I ^7. 


5" Un quadrivecteur (ou plus exactement un tenseur complètement 
antisjmé trique de rang 3) 

0 ) / e3t cLj cT ; 1 ct4 j. U3 :î , 

I,.' (I > ^*3-, èl : cT[ I -f- » èt V e3;t 0^1 , , 

" an t an* 

ir)0) ^ u3vCl| clï f C\, U3| Cl3>> 

" (Tz l'an’ 

.V 0 ) ^ cl t cl-j> cl*[ -4- / cX V (i3 1 cB-_i 03.1 

' Les grandeurs U, [21 •••j n^ont pas d’analogues dans la 

^ théorie électromagnétique. On remarquera que les grandeurs Maxwel- 
tiennes (28) et (3o) sont formées par des combinaisons antisymé- 
triques où ligure le signe — , tandis que les grandeurs non Maxwell 
tiennes (3i), (32) et (33) sont formées par des combinaison% 


(33) 


ü,= F,-=- 
11,=^ I 

-'F,= IJ,== -■ 
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symétriques où figure le signe +. Les combinaisons symétriques des 
opérateurs figurant dans (28) et (3o), ainsi que les combinaisons anti- 
symétriques des opérateurs figurant dans (3i), (32) et (33) donneraient, 
d’après la définition des Cl,-, des (îh, et des des grandeurs identi- 
quement nulles. 


7. Équations tensori elles de la particule de spin maximum i. — Les 
32 équations (6) cl (G') de la particule de spin maximum i peuvent 
être transformées en équations de ^forrae tensorielle sî on les combine 
linéairement de façon à faire apparaître les iG grandeurs tensorielles 
définies au paragraphe précédent. Le calcul est particuliérement facile 
en partant des équations (10) et (10') équivalentes aux équations (6) 
et (G'). En elFectuant ces combinaisons linéaires, on s’aperçoit des 
deux faits suivants : i" l’une des 32 équations oblenues se réduit à 
l’idenlité o o, de sorte que l’on n’oblienl réellement que 3i équations 
distinctes; 2“ les 3i équations distinctes obtenues se décomposent en 
un groupe de i-Véquations ne contenanl (jue les 10 grandeurs maxwel- 
liennes A.,r, . . E; (équations mnwvelliennes) et en un autre groupe 
de iG équations ne contenant que les G grandeurs non maxwel- 
liennes L, . . . , U, (^équations non inaxwelliennes). 

Voici quels sont ces deux groupes d’équations. 

a. HqwMfons maxivelliennes, — En notations d’Univers. elles 
s'écrivent : 


(V.) 



= (â=i, 

— (, ùFq __ ^ 

à.r, ’ />./•/ th'i 

{/, /. / ptOTiiulatioii paire des indices i, 2 , 3, 4 )• 


4); 


On remarquera d’ailleurs que les équations de la seconde ligne sont des 
conséquences de celles de la première ligne. 

Avec les notations vectorielles employées en théorie électromagné- 
tique, les équations (34) s’écrivent : 


;( 36 ) 




i '^4 

c 

I <ÏK 
c ôt 

* 'iË 

c àt 


— iîrad\ , 

= rotE, t 
= rotH -h A?» A, 


H = rot A, 
divH = O, 


4 ivE = — A| V, 


* V K 

jr -i- divA = O. 

c d/ 
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Ces équations sont pres(|ue identiques à celles de la théorie électro- 
magnétique usuelle (y compris la relation de Lorentz entre les potentiels). 
Elles n’en diffèrent, en effet, que parles termes en Aj;, c’est-à-dire par 
des termes de l’ordre du carré de la tnas^ propre po de la particule. 
On obtiendra donc la théorie de la lumière en supposant que la masse 
propre //o du photon soit nulle ou du moins si pelilc que les termes 
en soient négligeables. 

Des équations maxvvelliennes précédentes, on tire aisément l’équation 
du second ordre 

□ V -+- r = «>, 

valable pour Tune quelconque des i o grandeurs maxwtdliennes A., , . . . , E^. 
Il en résulte que chacune de ces grandeurs peut se propager par ondes 
planes monochromali(|ues de la forme avec la relation 

( iy ^ A * — ' k ] - - 4 - /k fj . 


qui assure la vérilication de l’équation ( 36 ). La relation (.l; ) n’est autre 
que la relation admise par la théorie de relativité entre l’énergie et 
l’impulsion d’une particule libre', comme nous le verrons au chapitre 
suivant. Si est nulle ou négligeable, on a □ F o et A |k | : la 
propagation des ondes s’cirectuo alors avec la vitesse c et l’on voit que 
ce cas limite correspond à la théorie électromagnétique classique. 

h. Equations non maxKvelliennes, ~~ Le groupe des seize équations 
non maxvvelliennes se décompose lui-même en deux sous-groupes. 


6i. Un premier sous-groupe comprend cinq équations ne contenant 
que la grandeur L. Ce sont : 


( 38 ) 


I 

gio II = o, - — = o 

fJj‘i 


(i — i, j, 4 ). 


On voit donc que l’invariant U est nécessairement une constante dans 
l’espace-temps et qu’il doit même être nul si pi,, ^o. 

Néanmoins nous devons faire ici une remarque importante. Si l’on 
prend de telle sorte que U == l’équation 

|jioU = o, qui doit être encore exacte si l’on admet les équations (6), 
cesse de l’être si l’on remplace les équations (6) par les équations (26) 
comme nous avons proposé de le faire. 

En effet, multipliant (26) par on obtient non pas 


( 39 ) 
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comme ce sérail le cas avec (0), mais bien une idenlilc o o ^[larce 


<|üe 


àXfs, 


o). 


Celte remarque va d’ailleurs nous permellre de vérifier l’inva- 
riance de comme nous l’avions promis. En effet, formons avec 
H' U" a,, les seize grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes : 
nous constaterons ({ue toutes ces grandeurs sont uulles sauf li qui, nous 
venons de le montrer, ne l’est pas nécessairement si l’on emploie les 
équations (ali) et qui, en fait, est alors égal à /\ comme on le calcule 
aisément. L'onde exprimée à l’aide des grandeurs tensorielles se 
réduit donc à l’invariant L, et ainsi sou caractère d’invariance est bien 
mis en lumière. 


Le fait que l’invariant L correspondant à est égal à 4 non à o, 
nous montre (jue l’équation p.„L - o n’est pas vérifiée, ce qui veut dire 
que 'F ") n'est pas solution de ((>); mais il l’est, par contre, des équa- 
tions (:4f)). On peut donc dire que la substitution de ( ;>,()) à ((>') rend la 
théorie beaucoup plus cohérente et salisfaisanle. 


lin autre groupe d’équations non maxwelliennes esl formé par 
1 1 équations contenant l’invariant F.) et le (juadriveclcur U. Ce sont : 


( 4 «») 


!!h 

àj'k 


; ^ 

J.r, 

fh'/, 


//(, l /. ( / “ 1 , H, 4 ). 


(h/, 


(/, k V. ■{. 4 ), 


//ol.. 


On remarque que la deuxième équation résulte de la première. 

Nous étudierons ultérieurement la signification de ce groupe d’équa- 
tions et nous verrons qu’il représente un<* particule de spin o, alors qu(‘ 
les équations maxwelliennes reprcsenlenl une particule de spin i . 

Naturellement les six grandeurs non maxwelliennes l,, I 2 , ü satisfont 
à l’éqiialion du second ordre 

(4I) . aF-H/c-IF^o. 

Les grandeurs tensorielles maxwelliennes et non maxwelliennes 
S'expriment par des fonctions bilinéaires des 'FJy’V Comme 

les sont des constantes, on peut exprimer les ^1"^- en fonction 
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Ces équations sont pres(|ue identiques à celles de la théorie électro- 
magnétique usuelle (y compris la relation de Lorentz entre les potentiels). 
Elles n’en diffèrent, en effet, que parles termes en Aj;, c’est-à-dire par 
des termes de l’ordre du carré de la tnas^ propre po de la particule. 
On obtiendra donc la théorie de la lumière en supposant que la masse 
propre //o du photon soit nulle ou du moins si pelilc que les termes 
en soient négligeables. 

Des équations maxvvelliennes précédentes, on tire aisément l’équation 
du second ordre 

□ V -+- r = «>, 

valable pour Tune quelconque des i o grandeurs maxwtdliennes A., , . . . , E^. 
Il en résulte que chacune de ces grandeurs peut se propager par ondes 
planes monochromali(|ues de la forme avec la relation 

( iy ^ A * — ' k ] - - 4 - /k fj . 


qui assure la vérilication de l’équation ( 36 ). La relation (.l; ) n’est autre 
que la relation admise par la théorie de relativité entre l’énergie et 
l’impulsion d’une particule libre', comme nous le verrons au chapitre 
suivant. Si est nulle ou négligeable, on a □ F o et A |k | : la 
propagation des ondes s’cirectuo alors avec la vitesse c et l’on voit que 
ce cas limite correspond à la théorie électromagnétique classique. 

h. Equations non maxKvelliennes, ~~ Le groupe des seize équations 
non maxvvelliennes se décompose lui-même en deux sous-groupes. 


6i. Un premier sous-groupe comprend cinq équations ne contenant 
que la grandeur L. Ce sont : 


( 38 ) 


I 

gio II = o, - — = o 

fJj‘i 


(i — i, j, 4 ). 


On voit donc que l’invariant U est nécessairement une constante dans 
l’espace-temps et qu’il doit même être nul si pi,, ^o. 

Néanmoins nous devons faire ici une remarque importante. Si l’on 
prend de telle sorte que U == l’équation 

|jioU = o, qui doit être encore exacte si l’on admet les équations (6), 
cesse de l’être si l’on remplace les équations (6) par les équations (26) 
comme nous avons proposé de le faire. 

En effet, multipliant (26) par on obtient non pas 


( 39 ) 
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I.A iMÉCAMQlIK ()NI).ÜLA'l'()lltK ÜIC |,.\ l’AHTICUl.l'; 
DK SPIN MAXIMUM i. 

( Suif/'. ) 


1 . Schéma lagrangien de la Mécanique ondulatoire de la particule 
de spin maximum i avec emploi des grandeurs tensorielles. — Puisque 
nous savons exprimer les grandeurs tensorielles en fonction dos U',., 
nous pouvons exprimer la fonction de l.agrango T à l’aide de ces gran- 
deurs (en admeUant toujours pour R la valeur — On trouve 


<■> '.vcsf*'-'')*; 


f)\ 

Oj' 


i;(i, 

Sf)i 

4-t;( 

V U '■ ""A 

Soit alors Q l’uuo quelconque des 
lions de Lagrange sont ici 

i6 grandeurs tensorielles. Les cqi 

(2) 

i) 

OJ? 


d/'f J(H)\ 

dFr^ 

m 


Elles nous donnent 




(J, l'ir 

^ <Ax 

du'f 

fM/ 
Oj'/^ ’ 

;jio II = o; 


fH; f 

Ix, 




di'n 


■ tx 


QÎasi que les^ équations conjuguées. 

Or nous avons déjà remarqué plusaliaut que des équations ( 5) on 
peut déduire toutes les autres équations tensorielles : les 3i équations 
tensorielles découlent donc bien de ce schéma lagrangien. On notera 
jjÉjd’ailleurs que les équations ont pour conséanenee r = o 




LA MÉCANIQUE ONDÜLATOItE DE LA FAKTICVLE DE SPIN MAXIMUM 1 . <3 

Compte tenu de cette dernière relation, on trouve pour le tenseur 
impulsion-énergie les composantes suivantes : 


{^ ) I V4 = 


v_ 


. I!lli - 

v_ 

fie 

(><)• 

r'> 

1 ' 



m 

llVi 

[i- 



"U 

hc [ 



ry.r^ 

• ,h 


i(»r/i 


1 , on 

aura 

pour 1 

U 4î 



(e* 

^)A\ 

) 

(- 

Î)J 

h 

H — 

ih;: 

f j 'fit 


. ^>1.. 


• <'onj. 




-f'onj. 




Pour le (juadrivecleur deiisité-nui, on trouvera de même 

f)/r 


'? r. i 
-J- 


ylio y Ai O- 


Q ^ U' 

--- -”1 

^ ’ • 


et pour i - - i , i>-, 


<7) /*=■ 




fh: 


«•'(S)' 


^[A;F,,-eF;,A/K'ii:i.H-i;F 


![A*HJ,-^\*E/-e(H*Al/ - VK; ; -h ^ 


Si l’on fait abstraction des grandeurs non maxwellicnnes, les formules 
précédentes coïncident a^c des formules bien connues en Mécanique 
ondulatoire du pholon. 

Les équations tensorielles ont pour conséquences les relations de 
conservation ~o et = o, comme cela résulte du schéma 

àxi (fxi 

Lagrangien général. 

Le tenseur symétrique maxwellien m, intégralement équivalent au 
tenseur T, ne peut pas se déduire directement de Ig fonction if de 
Lagrange adoptée ici, mais on peut évidemment exprimer les m,(i à 
Paide des grandeurs tensorielles,. On trouve ainsi, par exemple^ pour la 
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parlic dépendant des grandeurs iiiaxwcllieimcs 


= |H*E|,+ /.3(>*A/+ va;) 

1 ^-m„ = |E!2-4-lHl=-HA-5(iM'+iVi’) 

C3l, si l’on néglige les termes en A'",, la parenté de ces exj)ressions avec 
celles de la théorie électromagnétique est évidente. 

De même, on peut exprimer les composantes du spin sous la forme 

?=;^;(E*A| -|A*E|+ \’H + H‘V; H- KU), 

' i I A*H)-(-(H* Aj ; -+■ 'J' i «i; I; 

( r î'H 



en fonction des grandeurs tensorielles. 

Rejirenanl ici une remarque développée au (diapilre II, paragraphe (), 
il convient de noter (|ue le clioix d’une fonction do Lagrange réelle de 

yt> ^9* 

la forme AT . ~ — nous a conduit pour les densités de valeur moyenne 

à des expressi(ms réelles telles (jue 


(jo) 




conj. 


(dans le cas purement niaxwellieuL tandis (pie la formule générale d(* 
Mécanique ondulatoire 

(u) f(Â) = 'i-;,A>iv. 


(îonduirait à poser 


Dans la lliéorienon superquanliliée que nous exposons en ce moment, 
les expressions telles que (lo) el v^ia) sont intégralement équivalentes, 
comme on h» voit aisément, eu développant A el E en ondes planes 
monochromatiques el en tenant compte de ce que l'intégration fait dis- 
parfiUre les interférences. Mais en Mécanique ondulatoire superquan- 
tifiée, il n’y a plus équivalence entre les expressions des types (lo) 
cl (la) parce que Q* n’est plus alors fa quantité complexe conjuguée 
(mi sens usuel du mol) de Q. Nous aurons à revenir sur ce point quand 
nous étudierons la lliéorie quanlique des champs. 
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2. Étude des ondes planes monochromatiques. — Dans toutes les 
formes de la Mécanique ondulatoire, Tétude des ondes planes mono- 
chromatiques est particulièrement importante parce que ces ondes cor- 
respondent aux mouvements rectilignes et uniformes. 

Nous allons chercher directement les solutions des équations tenso- 
rielles qui ontla forme d’ondes planes monochromatiques. Les grandeurs 
tensorielles d’une telle onde plane dépendront des coordonnées d’espace 
et de temps par l’eiponentielle 

|> _ kr] 

la correspondance entre l(‘s grandeurs mécaniques énergie \V et impul- 
sion P de la particule et les grandeurs A et k étant donnée par les 
relations 

( 1 { ) A " W, k == p. 

lir h ^ 


l.a substitution dans les équations tensorielles montre qui* /•’ et k 
doivent être liées par la relation 

•(lll klM-/;--, ~ 

Cette relation se confond avec la relation relativiste bien connue 

U') I — 


entre l’énergie, l’impulsion et la masse propre d’une particule. Cette 
relation étant supposée satisfaite, on pourra trou\er des solutions ondes 
planes monochromatiques pour les équations maxwellionnes et les 
équations non maxwelliennes. 

En prenant la direction de l’onde plane pour axe des s, on obtient 
pour les équations maxvvclliennes la solution 




= C,IV 


<>«) <E,= 




H.,= -Ikl- 




ii,= 


« 1 k ! 




V 

iL=u, 




c.l’, 


et pour les équations non maxwêlliennes la relation 


^17) = 0, t - = 


iki 

Aa 


G4P, 


l,= C4P. 
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Il 

Les constantes Ci, Ca, Cj et C4 sont arbitraires et indépendantes. 
On peut séparer Ci et Ca dans l’expression de l’onde plané maxwel- 
lienne en écrivant les formules précédentes sous la forme suivante 


CjD A,r “ /A, ï= Ct t*, 

Kr — /E, = — ik Cl l^ 


-4- / A, ~ 0, 

E -H / E, — 0 , 


^ A^-4-/A, ^C,P, 

E,.-+-/E, = 

H, H- ni, = jk 

A r — ^ A , = 0 , 

E , i = 0 , 

II, = 

e 

v= K. 

h 



aulnes ^^randeurs 


.91, m 

1 / = J 1 1 ; 

/‘O 


îMJlre^ grandeurs nullcs. 



Les quatre ondes nionochroniHtiqucs indépendnnies iO, C et 
représentent respectivement ; 1“ une onde maxwellienne trans- 
versMie circulaire droite; une onde maxwellienne transversale circu- 
laire gauche; 3 ^® une onde maxwellienne longitudinale; 4'* nne onde 
non maxwellienne. 

A chaque valeur du vecteur k, correspond(*nl donc quatre ondes 
planes nionociiroinaliques indépendantes correspondant à l’énergie 
positive donnée par /c ^ +-\' ik h' + On peut les considérer comme 
des fonctions propres de Topérateur Hamiltonien pour la valeur positive 

de l’énergie W 

H est évident que, pour k donné, on pourrait aussi satisfaire à (i 4 ) 

en prenant /r = — ce qui correspondrait à une énergie 

kc 

W ^ négative. A cette énergie négative, correspondraient 

quatre fonctions propres indépendantes. Nous aurons à considérer ces 
solutions à énergie négative qui sont analogues à celles qui sont bien 
connues en théorie de Dirac. Finalement à k donné, cJnrrespondent 
donc huit fonctions propres, quatre à énergie positive et quatre à énergie 
négative. 

Il est facile de voir comment les fonctions propres (18) sont reliées 
aux diverses valeurs possibles de la composante du spin dans la direction 

de propagation 0 ^. La particule ayan| un spin total maximum les 
composantes du spin ont comme valeurs possibles ± et o. Envisa- 
geons alors la valeur de la densité de spin o's donnée par (9). On peut 
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! écrire 

(H)} 3:= * E;A> -K; \,-f- V*H, ! 4> 

= ;jVf(Er+iE, 1*( A. . /E, i‘(A, /A, i| 

-I- ~ II" I.. -I- cnnj,. 

ei celte forme nous montre immédiatement : i*’ que o-r est nul pour les 
ondes C et 2” que est positif pour l’oiide ^ et négatif pour 

l’onde cO. Nous en concluons que les ondes iS et correspondent 

à une composante z du spin égale à o, les ondes à une ( om posante 

du spin égale à ~ et les ondes tP à une composante 3 du spin égale 
A 

a 

2 Â 

Une étude plus apjîrofcmdie (^) montre que les valeurs milles de < 7 : 
ont pour les ondes C et des significations différentes. En effet, la 

particule de spin maximum 1 décrite par les équations (G) et ((i^ du 
précédent (diapitre peut être considérée comme résultant de la fusion 
de deux corpuscules de spin 1/2. (^eltc fusion peut donner une particule 
de spin 1 ou une particule de spin o suivant qu’il y a addition ou com- 
pensation des spiiis des deux constituants. Les grandeurs maxwelliennes 
décrivent la particule de spin i, les grandeurs non maxwelliennes la 
particule de spin o, ce qui explique pourquoi il y a indépendance com- 
plète entre les grandeurs et les équations maxwelliennes d’une part, les> 
grandeurs et les équations non maxwelliennes d’autre part. Les gran- 
deurs non maxwelliennes décrivant une particule de spin nul corres- 
pondent nécessairement à une valeur nulle de la composante z du spin. 
Au contraire, les grandeurs maxwelliennes, décrivant une particule de 

spin 1, correspondent aux trois valeurs possibles ih et 0 de la com- 
posante V du spin; à chacune de ces valeurs est lié un type de fonctions 
propres : type^ pour la valeur — pj type pour la valeur -h ~ et 

type i? pour la valeur o. Les ondes maxwelliennes longitudinales cor- 
respondent donc à une composante nulle du spin suivant Oz, tandis que 
les ondes maxwelliennes circulaires gauches et circulaires droites cor- 
respondent respectivement aux valeurs et — de cette composante. 
Ces considérations expliquent Entièrement les résultats obtenus ci- 
dessus. 


{») Voir Théorie générale des particules à spin, p. i34 et siuiv. 
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3 . Le vecteur densiié-flux pour les ondes planes. Not*maiifation de 
ces ondes. Nous pouvons écrire ^expression ((i ) de la densité p sous 
la forme 


(2‘>) r- 


,'(A ,.-h / /i :, } 

-4- ( \ - /A, )*( E /K, )1 -h A - E-J - - J.j IJ/ -+- conj. 


Nous ohlenons doue 
Pour Ponde tO : 

Pour Ponde • 

P(Mir Ponde JT : 

l’our Ponde .‘^^IAPl : 


atJ. 

hn 

A-h 

hr 

/|t: h l 


hr h 

'' Th 


' Cl r-'. 

ic.h’. 

! c-,:- 

c, !■-*. 


P|^r éviter 1(!S difficultés relatives aux spectres continus, nous nor- 
maliserons les ondes planes en les supposant conleuiuis dans une enceinte 
de volume v finf, C(i qui est très approximativement permis si les dimen- 
sions de c sont très grandes par rapport à la longueur d’onde. Nous 
obtiendrons ainsi en supposant h o 




K-n) 


Mo! = 


hr 


\ >r.hr 




Les fonctions propre^s normées (}>our /. ^ <>) sont donc les suivantes: 

( Onde CÎ) ; 

/ fie 

' TTFr 



ln' 

Er /Ay, 

'~hT 

A.r - .•.V, = ^/ 

_ 1_ P 
AT.hr ^ 

~^-P, JC /H>=-| 

1 Ax”+* /A, u. 


Ex-+- = U, 

11,4- /II, .^0. 

londe ^ : 

'TT 

2Thv ’ 


P, n.c4-/H>= \ k 



\ A.t--/A)-o. 

Onde if : 

« 

= 0, 

H,,-/II,=:U. 

A -l/ 

P, .\ = 

Iki. / **'■ P 

y _ r^«4 / P 


A- V 4-Ai-{r 


Onde .W5TI : 


t 


11 

ü,=- 

' ko V kv ’ 



Ces expressions sont importantes à connaître. 
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Si l’on préfère décomposer, les ondes maxwellienaes iransversalés en 
ondes rectilignement polarisées à angle droit, le$ ondes normées sont 
caractérisées par les grandeurs suivantes : 


; Onde à ^il)^aliorl élcciri{(ue parallèJe à 0 .j 


(Vi) 


'■•v/ïâr'' 

\,^\ ^O. 

Onde à xibralion électrique |►aralièle à (S \ : 

\, \,=:z \ 


Il,- A|k 


é hr 
f\rJxv 


II. 




les valeurs trouvées plus haut pour l’onde longitudinale restant évidem- 
ment les mêmes. 

Nous remarquerons que les valeurs obtenues pour p sont loujoup 
proportionnelles à / : elles sont donc négatives pour l(‘s ondes à énergie 
négative et le procédé de normalisation emplo)é échoue pour ce genre 
(fondes (car il donnerait pour les |(i, | des valeurs imaginaires î j. 

Néanmoins le [>roduit Wp p est toujours positif puisqu’il est pro- 
portionnel à 4% et l’on peut toujours normer en énergie en posant 

..i, 

Nous avons déqà signalé ces circonstances importantes qui rentrent 
comme cas particuliers dans des résultats généraux de la théorie des 
particules à spin. 

Nous avons obtenu l’expression des ondes planes monochromatiques 
(fonctions propres de l’hamiltonien) en supposant la direction de pro- 
pagation prise pour axe des 'z. S’il n’en était pas ainsi, les expressions 
convenables s’obtiendraient facilement en tenant compte de la Irfi^nsfor- 
niation des grandeurs lensorielles quand on opère une rotation des axes 
d’espace. 

On peut donc c(5nsidérer l’expression des ondes planes normées 
comme connue d’une façon générale à l’aide des grandeurs lenso-^ 
rieUes. Les 6xpressio|is de ces ondel à l’aide des 'ÏV s’obtiendraient 
ensuite en substituant l’expression des grandeurs tensorielles en fonction 
des Si nous désignons par W* l’une quelconque de cem fonctions 
propres normées correspondant à une valeur donnée de k et à une valeur 
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connue de Œj, Tonde *1^ pourra se développer sous la forme 

' ^ A 

ou, plus explicitement, 

(■•'fi) 'r,t=’X«<i(''*-i '-t; 

Âmà 


et, dans ce développement, pourront ligurer eu principe toutes les onde! 
planes à énergie positive ou négative. Si Ton admet que la fonctior 
d’annihilation 'I est solution de l’équation d’ondes (ce qu’on réalise 
de la façon que nous avons expliquée), on devra avoir 


la somme — ^ portant sur Itïs états non annihilés { ' ). Les c sont des cons 
tikites complexes qui, si Ton pouvait normer la fonction d’onde poiii 
une seule particule, obéirait à la relation 


< -'H 1 



Mais l’étal d’annihilation doit être considéré comme un réservoir iné 
puisable de particules (de pholons dans le cas de la lumière), de telh 
sorte que l’on a jamais affaire à une seule particule. 11 est donc néces 
satre de recourir à la théorie de la seconde quantification, et cec 
entraîne, nous le verrons, une inodili cation profonde du rôle des c 
Nous 'aurons à revenir longuement sur cette question. 

Notons enfin que, si l’on calcule pour les ondes planes normées s« 
propageant suivant Ov le vecteur flux de composantes /r. /j, /., oi 
trouve pour tous les types d’ondes 


in) 


r f r <'* ! It ! ! P 1 r'-i 

/, = /, = 0, /. = P -J- = P = P 


car la vitesse v du corpuscule obéit en Dynamique relativiste à li 
relation 

(3o') , = 


(•) Pour oviter les difitcuUés l•cI«l^vcs aux ondes à énergie négative, nous seron 
plus loin aiitÜbnés ài admettre que dçLtts le développement (27) ne doivent figurer < 
Aj, ^'^nction d'annihUalion t|>) <pte les ondes é énergie positive. 
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Le vecteur d’espace f est donc bien le flux du fluide fictif de probabi- 
lifé dont la densité est p, flux s’opérant dans la direction de propagation. 
C’est bien le résultat que l’on pouvait attendre, 

4. Champs réels et champs complexes. Valeur de la constante K. - 
Dans ce paragraphe, nous allons porter parliculièreinent notre attention 
sur la théorie du photon. Les grandeurs A, V, £ et H doivent alors 
être (en supposant nul ou négligeable) les potentiels et champs élec- 
tromagnétiques de Tonde lumineuse. Cependant ces grandeurs sont 
essentiellement complexes alors que les champs ou potentiels de la 
théorie électromagnétique usuelle sont dos grandeurs réelles. D’où 
provient celte diflérence? A notre avis, et c'est un point sur lequel nous 
aurons longuement à revenir, les champs complexes représentent les 
phénomènes microscopiques tandis que les champs réels roprésenlonl à 
Téchelh^ macroscopique les phénomènes statistiques où interviennent 
un grand nombre de pholons. 

La correspondance à laquelle nous serons ainsi conduits entre les 
champs complexes et les champs réels nous amènera à définir le champ 
èéel Fr en fonction du champ complexe F par la formule 

(il) F, = F-+-F‘. 

Par exemple, la composante a; du champ électrique étant représentée 
en Mécanique ondulatoire du photon par la grandeur complexe E,, la 
grandeur réelle E)! qui lui correspond pour les phénomènes à grand 
nombre de photons sera 

{i‘i) K/^=F,.-hF;. 

De la correspondance générale {3i), résulte qu’à une grandeur élec- 
tromagnétique réelle de la forme monochromatique plane 

F, = F’o ros ( Acf — kr ^ ) 

jp 

correspond la grandeur complexe F — -J de telle sorte que 

l’amplitude réelle Fo de F, est égale à 2 | F |. 

Considérons maintenant une onde plane monochromatique contenant 
un grand nombre de photons. Elle est décrite macroscopiquement par 
des champs réels de la forme 

( ) Er = Eo cos ( kct — kr -J- ç ). 

D’après la théorie électromagnétique classique, Ton a pour la valeur 
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ino jeune dans le temps de la densité d’énergie électromagnétique (en 
unité d’Iïeaviside) 

D/,) H?| = V.f = E„ 


car Er 01 H, oui même amplitude. Le champ complexe correspondant 
à Br est 

(Vm E ---r Ar‘[/‘<'“kr+-r] ' Ai -- lEi ^ ;^!Eol, 

d’où 

Or, si nous nous reportons à rcxpression précédemment trouvée 

< 't; ) /«n ” ' E ' H i--h I A \-i 

qui doit nous donner la densité w de Ténergie eu Mécanique ondula- 
toire du photon et si, pour ell'ectuer le raccord avec la théorie électro- 
magnétique usuelle, nous supposons /. j; nul ou négligeable, nous voyons 
que 


car alors /. r;k et l’on voit, en se reportant aux formules (i8^, 

que 1 B I r.-„ I H . 

La coïncidence de cette expression (d8) de la- densité microscopique 
d’énergie avec la densité macroscopique moyenne (36) nous montre 
que l’expression de /U u est bien celle qui est nécessaire pour pouvoir 
raccorder la théorie macroscopique des champs réels avec la théorie 
microscopique des champs complexes grâce à la relation (3i). 

Or celle expression (3^) de rn^i^ a été obtenue eu posant la cons- 


tante K figurant dans la définition des champs complexes égale à 
Le choix de cette valeur de K se trouve ainsi justifié. 



D’une façon générale, les expressions adoptées par la Mécanique 
ondnlatoire du photon sont égales aux valeurs moyennes dans le temps 
des expressions classiques, valeurs moyennes qui seules sont acces- 
sibles à l’observation dans le ca| des rayonnements. Bien que nous 
ayons raisonné sur le photon, la définition (3i) des grandeurs tenso- 
rielles réelles à partir des grandeurs tensorielles complexes parait, 
d’ailleurs, devoir être étendue à toutes les particules de spin i. 
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i>. Remarques sur l’expression des champs complexes. — La repré- 
senlation des champs par des grandeurs complexes appelle quelques 
remarques. Pour représenter un nombre complexe a 4-/6, il faut se 
donner deux nombres réels a et h. De même, pour représenter un 
vecteur complexe E, il faut se donner deux vecleiirs reVAvE et E 
tels que 

(39) E = E'‘)h- iE'2i. 


Si E est le champ électrique complexe de la théorie du pholou, le champ 
réel correspondant est E, - 2 E'^' d’après la délinition (3i)du champ 
réel. 

Soit une onde plane monochromatique dont la direction de propa- 
gation est prise pour axe oz. Si l’onde est transversale^ K- et 
les vecteurs E *' et E - sont contenus dans le plan xo y. Posons 

< 4<J) ry — ( ' V ) ‘ j ~ ' •' '■ 

nous aurons 

/ 4 1') 1’’/ — l‘v , <''?/ (/ — ./' ) ). 

d’où 


Pour une onde rectilignernent polarisé'e, nous pouvons toujours 
prendre la direction du champ électrique pour axe ox. Alors 
et |E, I sont nuis et E\’^-: j E; | cosy , , 1 E, j siny. , . Les deux 

vecteurs réels E^ ' et E vibrent donc suivant ox et sont déphasés 



Pour une onde circulaire gauche^ nous avons E, rr-/E, ou, ce qui 
revient au même, /Eî,' ' — E'y \ d’où 

(43) 

Alors ( 42 ) nous donne 

j H.,- 1 cos ç.r = — I E, j sin 9 ,• 

et 

E, Icosç;, = I Mrl siüçx, 


d^oii l’on tire 

( 44 ) 


e.,| = ;e,.|, 
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Si nous posons cp.;~ 9 , | 1 — j E,- 1 = E, on trouve 

j Ey>:==K cosi. i!:.;)=Ehiii9, 
iKV^=Esin9, I«:,-'=.-^Ecos9. 

Les deux vecteurs E'’* ~ ;^Er et E'-^ situés dans le plan d’onde sont 

âe même longueur et tournent en sens inverse des aiguilles d’une 
montre avec un décalage d’un quart de période. 

l*our une onde circulaire droite, E, ™ — Æ, ; on trouve alors que 

les deux vecteurs E " ' Er et E sont situés dans le plan d’onde, 

ont la même longueur et tournent dans le sens des aiguilles d’une 
montre avec un décalage d’un quart de période 

Ces quelques remarques précisent la représentation d’un champ 
à l’aide d’un vecteur complexe. 
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LA MfiOANIQUK ONDILATOIIŒ DU l’IlOTOX. 
KXWIEN DK DlPKlCKI/rivS. 


i . Quelques caractéristiques de la Mécanique ondulatoire du photon. - 
Jusqu’à présent, nous avons envisagé le cas gén«'‘ral de la particule 
de spin maximum i qu’on peut considérer comme formée par la fusion 

de deux corpuscules élémentaires de spin * el (|ui comprend les cas 

(qui se révélent indépendants) de la particule de spin i et de la parti" 
cule de spin o. Le premier cas est représenté par les grandeurs maxwel- 
liejnnes et les équations correspondantes : on dit souventque la particule 
de spin i est une particule vectorielle parce que toutes les grandeurs 
luaxwelliennes qui la représentent dérivent du quadrivecteur potentiel 
de composantes A,, A,, A:;, V. Le second cas, celui de la particule 
de spin o, est représenté par les grandeurs non maxwelliennes el 
les équations correspondantes : on dit souvent que la particule de spin o 
est une particule pseudo-scalaire parce que les grandeurs qui la repré- 
sentent dérivent de la grandeur L qui est un pseudo-invariant, c’est- 
à-dire un pseudo-scalaire, d’espace-temps. Ainsi, dans le cas du méson 
qui est une particule de spin entier à masse relativement grande 
(de l’ordre de 200 fois celle de l’électron), on distingue aujourd’hui 
un méson vectoriel de spin i représenté par des équations du type 
inaxwellien et un méson pseudo-scalaire de spin o représenté par 
des équations du type non maxwellien. 

Pour faire rentrer la théorie de la lumière dans le cadre de la théorie 
générale des particules de spin i, il suffit de supposer que et par 
suite kl sont nuis ou négligeables.Xes équations maxwelliennes viennent 
alors coïncider avec les équations classiques de Maxwell (complétées 
par la relation de Lorentz entre potSntiels) : elles représentent une 
particule de spin i , de masse propre nnlle ou négligeable, qu’on peut 
identifier avec le photon tel qu’il existe dans les ondes lumineuses ou 
plus généralement électromagnétiques. Quant aux équations non 
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niHiwellieimes, elles représentent alors un photon pseudo-scalaire 
(Je spin O, qui n’est pas encore expérimentalement connu, mais le sera 
peut-être un jour. 

IjC fait que les équations niaxvvelliennes, quand on y néglige les termes 
en /r®, prennent exactement la forme des équations de Maxwell, entraîne 
lÉiturellement que les ondes associées au photon ont alors toutes les 
propriétés des ondes électromagnétiques classiques. Néanmoins, si 
l’on admet que L'I est extraordinairement petit sans être tout à fait nul, 
toutes les expressions de la théorie électromagnétique classique seront 
complétées par des termes de cet ordre de grandeur. Reportons-nous 
par exemple aux formules (16) du précédent (/diapitre (jui donnent 
les potentiels et les champs de l’onde plane monochromalique maxwel- 
lienne. Elles nous montrent que si /.„ est nul et /. égal à |k|, les 
champs E et H sont normaux à la direction de [)ropagation, perpendi- 
culaires entre (*ux vx égaux en grandeur : c’est le cas classique de l’onde 
éleclromagnéliqiKî transversale, (domine E^; H -- o, l’onde longi- 
tudinale se réduit à une onde de potentiel qui, au point de vue de 
la théorie classique pour laquelle le potentiel n’est qu’une grandeur 
intermédiaire, n’a pas de sens physique. Mais, si Ao tout en étant petit 
n’est pas rigoureusement nul, A diftere de |k| par un terme de l’ordre 
de k], les champs électrique et magnétique de l’onde transversale, 
tout en restant rectangulaires, ne sont plus tout à fait égaux entre eux et, 
de plus, comme E, n’est plus rigoureusement nul, l’onde longitudinale 
comporte un faible champ électrique. Rien que la différence entre 
les deux cas soit très petite, la question de savoir si la masse p,, est 
nulle ou simplement extrêmement petite, est théoriquement très 
importante. 

2 . Le point de vue de la théorie électromagnétique usuelle et celui 
de la Mécanique ondulatoire du photon. — La théorie classique pose 
implicitement que la masse propre po du photon est nulle. Elle ignore 
donc les termes en kl de la théorie des particules de spin 1. De plus, 
elle admet que seuls les champs ont un sens physique parce que, seuls, 
ils interviennent dans l’interaction entre le champ électromagnétique 
et la matière, les potentiels n’étant à ses yeux que des intermédiaires 
de calcul servant à évaluer les champs. Mémo si l’on impose aux 
potentiels de satisfaire à la relation de Lorenlï, ces potentiels restent 
encore très largement indéterminés car, si certaines valeurs de A et 
de V satisfaisant à la relation de Lorentz conviennent pour fournir 
les valeurs supposées connues des champs E et H, les grandeurs 
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A-4-gradF et V — donneront les mêmes valeurs des champs 

et satisferont aussi à la relation de l^orenlz si h' est une solution 
quelconque de □ F — o. Le postulat qui enlève aux potenliels toute 
signification physique est souvent dê&igné sous le nom d’invariance 
de jauge on parfois d' invariance de jauge de seconde espèce 
(le postulat nous apparaît comme assez arbitraire. 

I^a Mécanique ondulatoire du photon, fjartanl pour établir la théorie 
de la lumière des équations générales de la particule d(‘ spin i, doit 
a\oir nalurellemeni tendanc(‘ à supposer que la masse propre /jl,, du 
photüii ne doit pas, a priori, être considérée comme nulle, mais seule- 
ment comme assez [)etite pour que les termes en L'I puissent être 
regardés comme pratiquement négligeables. Fn elïot, si /,„ était nul, 
certaines difficultés apparaîtraient dans l’application de la théorie géné- 
rale des particules de spin i. Nous avons vu notamment que les équa- 
tions (()') du Chapitre 111 in» peuvent se déduire des (‘([nations ((i) (pu* 
si /. „f/r() (eotVp. lop). Elïectivement, si les équations (^(i) on 

question nous fournissent les relations vectorielles 

i H — rot A. , E = ~j grad\ . 

/ --- =rolH-(- /,iA, dièE^ /,i\. 

( (■ t)( 

d’où l’on déduit les équations du groupe ((>') 

, ' I -TT ' _ I rA _ 

( 2 ) (Il vH = (>, - — — rot E, h (tiv A = O : 

r Ut r Ut 

mais, si /c„ était nul, ou ne pourrait pas tirer des équations (()) 
les équations de définition des champs, c’est-à-dire les deux prinniéres 
équations (i) et par ÿuite on ne pourrait plus en déduin» les deux 
premières équations ( 2 ). Nous verrons aussi que d’autres difficultés 
graves apparaissent quand on veut passer à la théorie superquantifiée 
ou quand on veut interpréter les interactions coulombiennes par des 
échanges virtuels de pholons. 

En outre, la Mécanique ondulatoire du photon nous a conduit tout 
naturellement à mettre sur un pied d^égalilé les potentiels et les champs, 
par suite à considérer les potenticlsgcomme des grandeurs physiques 
au -même titre que les champs. Elle définit, en effet, les potentiels et 


(‘) Pour la distinguer de l’invariance de jauge de première espece dont il a él<i 
question p. 18. 
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les champs par cerlaincs combinaisons linéaires de ou, si Ton veut, 
par certaines densités d’éléments de matrice associés au passage du 
pholon d’un état initial non annihilé à un état final annihilé. Il n’j a 
dés lors aucune raison d’attribuer plus de sens physique aux cham[)s 

i j’aux potentiels. Le fait, que, dans l’état actuel de nos connaissances, 
s potentiels n’interviennent pas dans les interactions entre le champ 
électromagnétique et la matière, ne peut rien changer à cela. 

Si Ton admet que les formules 

permettent de calculer A et V en fonction de E et do H. II n’y a donc 
plus alors d’invariance de jauge. Toutefois, si /.J est extrêmement petit, 
A et V ne seront plus en pratique calculables par les formules (3), 
car une très petite incertitude sur la valeur des champs E et H conduira 
à une incertitude énorme sur celle des potentiels; pratiquement il y 
aura invariance de jauge. Mais il n’en reste pas moins vrai que pour 
la Mécanique ondulatoire du photon, il y a toujours eji principe 
de véritables valeurs des potentiels, même quand l’extrême petitesse 
de Ao ne permet pas pratiquement de déterminer ces valeurs à partir 
de celles des champs par les équations (3). 

3. Objection contre l’I^pothèse p.„^o tirée de l’invariance de 
la vitesse de la lumière. — La tendance naturelle de la Mécanique 
ondulatoire est donc d’admettre que p.« n’est pas rigoureusement nulle 
et corrélativement de rejeter le postulat de l’invariance de jauge. 

Cependant il est absolument certain que la masse propre po du pboton 
doit être extraordinairement petite, énormément plus petite que la masse 
propre 0 , 9 . lo gramme de l’électron. J1 est, en effet, certain 
que les équations du photon doivent s’écarter extrêmement peu de celles 
de Maxwell. Si n’élaii pas extraordinairement petit, la vitesse de 
déplacement du photon devrait varier avec sa fréquence suivant les 
formules 



(' étant ici la vitesse de l’énergie (ou vitesse de groupé) des ondes 
lumineuses. Il y aurait donc une dispersion du vide^ la vitessrdu front ' 
d*ondes étant plus élevée pour les grandes fréquences que pour les 
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petites. Le fait que celle dispersion du vide n’a pu être observée, môme 
lors de la désoccultation des étoiles très lointaines, impose à p.,, une 
limite supérieure. On peut se rendre compte par le calcul que cette 
limite est certainement inférieure à lo gramme ('). Certaines consi- 
dérations cosmogoniques (-) conduisent même à penser que ]jio pourrait 
être de l’ordre de lo gramme. Ces valeurs sont évidemment extrê- 
mement petites, mais elles u’ont rien d’inacceptable a priori. 

Avec des valeurs aussi faibles de il sera impossible de mettre en 
évidence par l’observation des vilesses de propagation des rayonnements 
dans le vide inférieures à c, car pour avoir un écart par rapport à v, qui 
soit observable, il faudrait employer des rayonnements de fréquences 
si basses que l’étude de leur propagation serait impossible. Il est vrai 
que l’on pourrait se demander si rcxistcnce de vitesses c inférieures à c 
pour des fréquences très basses ne modifierait pas sensiblement l(‘s lois 
classiques des phénomènes électromagnétiques statiques ou quasi 
statiques d’une manière qui serait en contradiction avec les données 
expérimentales, mais l’étude du cas le plus défavorable, celui des 
interactions statiques (v-r^o) pour lequel la formule (4) donne pour c 
une valeur imaginaire de sorte qu’il n’y a plus alors de propagation 
vraie, montre que, si l’on attribue à p.,, une valeur non nulle, on est 

simplement amené à remplacer le potentiel de Coulomb en par un 
potentiel en e : c’est là une question que nous reprendrons plus 

loin. Or, pour pouvoir effectivement observer l’inlluence du facteur 
exponentiel e c'est-à-dire pour mettre en évidence un écart par 
rapport à la loi de Coulomb, il faudrait se mettre à une distance du corps 

électrisé, source du champ, qui soit de l’ordre de — = — ~ — ~ ~ — cenli- 

^ ^ A'o [JLo 

mètre et, si l’on suppose p()< lo-''* gramme, toute vérification expéri- 
mentale se trouve exclue. 

On pourrait encore objecter à l’hypothèse que si dans un 

certain système de référence galiléen la vitesse du photon était assez 
voisine de c pour ne pouvoir en être distinguée, il suffirait de faire 
une transformation de Lorentz correspondant à une vitesse relative 
voisine de c pour obtenir un photon qui, dans le nouveau système 
de référence, aurait une vitesse très inférieure à c. Pour lever cette 
objection, il suffit de développer sous une forme plus précise les consi- 
dérations exposées plus haut. 



<‘) Voir NouveU^ Tftéorie de la Lumière^ 1, p. 39- iu. 

(*) VùitMéorie ^énéralê de$ particulee à spiA^ p. igi. 
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D’a})or(l nous pouvons admettre que la propagation et éventuellement 
les effets quantiques d’un rayonnement ne peuvent être mis en évidence 
que si sa fréquence est supérieure à une certaine fréquence v,». De plus, 
la vitesse de groupe e™(3c d’un rayonnement ne peut être discernée, 
de r que si 


( » > 


'> I 




‘n„ étant un nombre très inférieur à un. Les nombres v„ et rjy peuvent 
dépendre de l’étal de perfectionnement actuel de la technique expéri- 
mentale, mais on peut admettre qu'ils ont a une époque donnée mêmes 
valeurs dans tous les systèmes de référence, puisqu’un observateur 
dispose dans tous ces systèmes des mêmes moyens d’investigation 
expérimentale. 

(^eci posé, pour que lu propagation d’un rayonnement soit susceptible 
d’être étudiée expérimentalement, il faut que ses pholons aient une 
énergie supérieure à //v„, ce qui nous donne 



V' « e- 


D’autre part, pour que la vitesse de ces photons soit indiscernable 
de c, il faut que la relation (5) soit vérifiée et pour que (3) soit une 
conséquence de ( 6 ) il faut que 


Donc si iJLo (qui est une (‘onstanto de la nature par hypothèse) est 
assez petite pour que l’inégalité (y) soit vérifiée, tout photon qui, dans 
un système galiléen, possède une énergie suffisante pour que son 
existence soit décelable, y possède une vitesse indiscernable de c. 
Ce résultat nous permet donc de supposer o à condition que celte 
masse propre soit suffisamment petite. 

Comme les constantes v„ et dépendent de l’état de perfection de 
la technique expérimentale, il ne serait pas, en principe, interdit 
d’espérer que les progrès de cette technique permettent un jour, grâce 
à une diminution des valeurs d« yjo, de mettre en défaut l’iné- 
galité ( 7 ) : ce jour-là, la mise en évidence de vitesses du î)hoton 
inférieures à c et, par suite, la mesure de devienfi^ii possible. 
Néanmoins si p» avait une valeur aussi faible qt^^par exempféb 
JO gramme, cet espoir resterait sans doute eh^éricpié. 
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4. L’hypothèse o et la définition de la vitesse c en théorie de la 
Relativité. ~ On pourrait encore être tenté de faire à l'hypothèse fj^o ^ o 
une objection apparentée aux précédentes. Les raisonnements qui ont 
permis à M. Einstein de jeter les premières bases de la Relativité 
invoquent le fait que les signaux lumineux sont les plus rapides de tous 
les signaux possibles. Ils admettent aussi, conformément aux résultats 
de la fameuse expérience de Michelson (?t des autres (‘xpériences 
analogues, que dans tout système de référence galiléen la lumière 
possède la même vitesse c de propagation dans le vide et obéit par suite 
toujours à l’équation de propagation ^ 

( 8 ) 

De ces hypothèses, sc déduisent les formules de la transformation 
de Lorentz où ligure la vitesse c, puis les lois de la cinématique et. de 
la dynamique relativiste. La variation de la masse avec la vitesse en 
dynamique relativiste montre alors (jiie la vitesse c ne peut être atteinl(; 
par aucune particule de masse propre non nulle. Gomment peut-on 
concilier cette chaîne de déductions avec Thypolhèse |ji„^o, laquelle 
implique que les photons ont une vitesse inférieure à c et variable avec 
la fréquence ? 

En réalité, il ne nous semble pas qu'il y ait là une diflicullé véritable. 
Ou peut, eu eU’et, reprendre avec l’hypothèse 7^0 tous les raison- 
nements d’Einstein en désignant par c la vitesse limite supérieure de 
tous les signaux [)ossibles, vitesse supposée existante et de même valeur 
dans tous les systèmes galiléens, et en admettant que les photons 
d’énergie suffisante pour être décelée ont toujours dans le vide une 
vitesse pratiquement égale à c, c’est-à-dire qu’ils obéissent pratique- 
ment à l'équation de propagation (8) comme le prouve l’expérience de 
Michelson. Ainsi la vitesse c qui s'introduit dans les formules de Lorentz 
et dans celles de la cinématique et de la dynamique relativistes est 
une vitesse limite qu’aucune particule ne peut rigoureusement atteindre, 
mais dont elle peut approcher quand son énergie devient très grande. 
En raison de leur masse propre extraordinairement petite, les photons 
décelables auraient toujours pratiquement, comme nous l’avons vu, 
uné vitessè indiscernable de c et qui, d’ailleurs, tendrait vers c quand 
la fréquence dp photq^ croîtrait iu^èfiltiment. 

Aucuàe difiïculté sérieuse ne nbus parait donc exister de ce côté. 
Pour éviter toute éqqivoque, il suffît de désigner la constante c sous 
de Umite de V énergie et non sous celui de vitesse de 

l^mèf^,qui ^Vpr^r à confusioii. 



02 


CHAPITRE V. 


5. Objection contre l’hypothèse <> tirée de la théorie du rayon- 
nement noir, — Quand on développe la théorie de la répartition 
spectrale de l’énergie dans le, rayonnement noir par la méthode de 
M. Jeans, on est conduit, si l’on tient compte de Texislence des quanta, 
à attribuer à chaque onde stationnaire dans le rayonnement noir 
la même énergie moyenne 




tr = 


Jn 

//V 




où 1 est la température absolue de l’enceinte, A la constante de , 
Boltzmann, y la fréquence des ondes stationnaires. Or, dans une 
enceinte vide de volumcî e, il y a 


ondes stationnaires possibles de polarisation déterminée correspondant 
à 1 iolervulle de fréquence y-►v-}-^/y. Si l’on admet que les ondes 
lumineuses sont toujours rigoureusement transversales, le nombre 
des ondes stationnaires possibles de l’intervalle v >y-(-r/y s’obtiendra 
eu doublant l’expression (lo), parce qu’il y a toujours deux états 
indépendants de polarisation possible pour chaque onde transversale 
(circulaire droite et circulaire gauche par exemple). On est donc ainsi 
conduit à l’expression suivante de la densité d’énergie dans le rayon- 
nement noir pour riiitervalle de fréquence v + dj 

(n) = — r/v. 

C’est la loi de Planck bien vérifiée par l’expérience. 

Mais, si nous adinellons l’hypothèse il doit exister aussi 

des ondes longitudinales stationnaires dont le nonjbre sera donné 
par ( I o) et alors la densité de l’énergie devrait être 

, . \ ^ J 1 2 :: A î 

112) f/v, 

ce qui est contraire l’expérience, 0 

Il semble que l’on puisse répondre à cette objectidh de la façon 
suivante. La mesure dVhe énergie rayonnante (telle que celle qui 
s’échappe d’un four maintenu à température uni|<MÉne) s’effectue 
toujours par l’intermédiaire d’une action du hayôhàeine|,t, sur dei 
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éléments matériels : or cette action ne dSpül^ que des champs et non 
des potentiels et né peut, par suite, déç^fc l^tffergie électromagnétique 
présente que si elle est représentée par les champs d'intensité suffisante. 
Reprenons alors l’expression de la deAsité de l’énergie en Mécanique 
ondulatoire du photon * 

(i3 ) U- = - I E p-4- I H ,5-+- \ i'- V 1. 

Pour une onde monochromatique Iransversalo (circulaire droite ou 
gauche), on a 

(i4) A, / V, = CV: E, Il , /II, = [ k | CV 

H, = 11,= V:=V=... 

et par suite 

(if)} ir = I C 'q i k I -h ; c !■: = •> 1 C !2. 

Il est donc visiBle que le premier terme provenant des champs est 
beaucoup plus grand que le second provenant des potentiels : ceci 
résulte de la très petite valeur de /»« et du fait que, les rajoimeinenls 
mesurés ayant toujours des fréquences élevées, A* ~ | A* [ est grand. 
L’énergie est donc presque exclusivement présente sous forme de champs 
et elle est décelable expérimentalement. 

Il en est tout autrement pour les ondes longitudinales car on a pour 
elles 

(ifi) Aj=CI‘: V = ci^l’: K; ^ C|> ; ll, = .j, 

ilr= II, = E.,.= !■;,.= \,.= = o, 

et par suite 

(17 ) «• = § i C ' + « (i + i^) I C = -.il i C 

Ici c’est le second terme provenap^ (les potentiels qui est visiblement 
beaucoup plus grand que le premi|r provenant des champs : l’énergie 
est donc concentrée dans les potentiels et par suite pratiquement 
indécelable. 

Il faut d’ailleurs ajouter que l’énergie des ondes longitudinales ne 
peut être émise qu’eitraordinairement lentement par la mature puisque, 
pour ces ondes, le terme de couplage entre matière et rayonnement 
(qui dépend de E^) est extrêmement faille. L’équilibre thermo- 
dynamique ne ÿeut donc, en ce qui les cohÂeme, être atteint que fort 
lentement, ce qui peut aussi contribuer à les rendre indécelables# 
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II semble donc bien vérification expérimentale de la loi (ii) 

du rayonnement de pas eu contradiction avec l’hypo- 

thèse O si est suffisamMnl petit. 

Bref, de l’ensemble des coiismérations développées dans ce chapitre, 
résulte à notre avis qii’auotone objection insiirmonlable ne s’oppose 
à l’hypothèse suivant laqucÿe la masse propre du photon no serait pas 
rig;oureusem<*nt nulle. 
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OlIKSriONS KKLATIVKS AU Wm DU IMIOTON. 


L Le moment d’impulsion d’un rayonnement. — Nous allons déve- 
lopper quelques remarques au sujet d’un problème étudié dans un 
article de M. J. Ilumblet (^), où rauleur, se plaçant au point de vue de 
la théorie électromagnétique classique, critique certains résultats 
obtenus en Mécanique ondulatoire du photon par M. Géhéniau. 

Nous avons vu que les tenseurs T'^ et m,/, sont intégralement éqiii- 
valenls. En particulier, les vecteurs d’espace de composantes et rriu 
avec > sont intégralement équivalents. 11 n’en résulte pas 

que les moments de ces vecteurs par rapport à un môme point le soient 
aussi et, en fait, ils ne le sont pas : le moment d’impulsion d’un 
rayonnement, que nous avons défini à l’aide du vecteur ne 
coïncide pas avec celui qu’on peut définir à l’aide de m^. Or c’est ce 
dernier qui correspond au moment d’impulsion d’un rayonnement 
défini par la théorie classique. 

Pour préciser ce point, plaçons-nous d’abord en théorie électroma- 
gnétique classique. Cette théorie emploie les champs réels et Hr et 

attribue à la densité d’impulsion d’un rayonnement la valeur ^ ( ErH, |. 

En désignant par R le vecteur qui joint l’origine à un élément de 
volume dz^ elle adopte donc tout nat|||p|(ment comme moment 
d’impulsion d’un rayonnement ifll%&pport%^’iS|^ine des coordonnées 
le vecteur 



e étant le volume total occupé par k rayonnement. Dédpp<iÉÉ|S|^, et 
Hr en une somme de quantités complexes conjuguées suivant le V^iiina 


(') PhysicOy X, 7, 1943 , p. 585. 


LOU» OB BROOLIB. 



CHAPITRE VI. 




adopté précédemment 

.{ 7 ) 



et prenons la moyenne dans^JJè temps de Mc/, moyenne qui seule est 
accessible à l’observation. Ijÿ4|4^rmes en [EH] et en donnant 

zéro en moyenne, il reste 

(■*> Mw- f [R(E‘Hj]rfT-i-ronj. 


iiernpiaçüns H par roi A el intégrons par parties, nous obtenons 

n 

( ■I ) M<,/ 7' f n*'**‘^ j \ / é/t -f- ^ j' I E* A ] 

B. A j <li\ E* é/t y Ç I R A 1 1 E* n I f/s -f- (U)iij.. 


S étant la surface qui limite le volume v et n le vecteur unitaire porté 
en chaque point sur la normale à cette surface. La troisième intégrale 
est nulle parce qiiVn ifiéoric classique divE = o. 

Nous pouvons naturelkunent reprendre le même calcul en Mécanique 
ondulatoire du photon. Nous savons que les valeurs moyennes dans le 
temps des grandeurs classi([ues coïncident en général avec les expressions 
obtenues en Mécanique ondulatoire du photon. Si donc l’on adoplail 

comme densité d’impulsion du rayonnemeiu le vecteur tel qu’il est 

défini on théorie du photon, le moment d’impulsion aurait pour 
composante /' 


<., /[*îr]* 

avec 

En remplaçant H p^B-^èotA e^^j^granl par parties, on trouverait 

^ f [E*A]^Zt-4- * f lRA]divE*t/t 
+ J jr[»AjA1V*</T— ^ jr[BA](B*a)<<. -h conj. 
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> 

Les troisième et quatrième intégrales sp^jgjom pensent en vertu de la 
relation div E* = — A* J V*, et le résullatliliètllb tenu coïncide bien avec 
l’expression (4) de Mc/, comme on pouvait s’y attendre. 

Mais, et voici le point essentiel, la Mécanique ondulatoire doit définir 
le moment d’impulsion d’un rayonnement à partir de la densité 

d’impulsion cl non à partir de Elle pose donc 

<«) M 

Cl celle expression n’est pas égale à (5). Son calcul donne en elTet 

(q) l'I / [r X grad] A /(/■:-+- I ^ |E* Aj f/-: -t - j c/a-hcon j. 

M diffère donc de Mc/ par l’absence de l’inlégrale de surface el par la 
présence du terme supplémentaire^ j* Dans l'expression (p) 

de M, le prcmicir terme correspond au moment orbital du pholon, 
les deux suivants au moment propre du spin. 

11 y a entre les expressions (i) el (8) une grande différence, la 
première satisfait à l’invariance de jauge, la seconde ne le fait pas. 
Que M, / soit invariante de jauge, cela résulte immédiatement du fait qin^ 
sa définition ne fait intervenir que les champs et non les potentiels; 
on peul d’ailleurs vérifier l’invariance de jauge de l’expression (4) en y 

remplaçant A par A -f- grad F et en constatant que les termes en F se 
compensent. Au contraire, l’expression (8) de M admise par la Méca- 
nique ondulatoire du photon n’admcl pas l’invariance de jauge comme 
on le vérifie aisément : son adoption implique donc que l’on considère 
les potentiels comme de véritables grandeurs physiques ayant des 
valeurs bien déterminées. 

Si l’on tient absolument à coi^^^r rinvariance de jauge, il faut donc 
adopter pour le moment d’impufÉc^ du rayonnement l’expression Mc/, 
‘mais alors ('), pour les particules déi{^ i à massé propre certainement 
non nulle comme le méson, il faudW adopter l’expression (8) du 
moment d’impulsion el pour le photon l’expression (5). Cette manière 
de faire qui traite différemment d#ix particules de spin i ne nous paraît 
pas très satisfaisantes. L’examen dû cas simple de l'onde plane mono- 


( ‘ ) Hcmblet, foc. p. 687. 
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chromatique (étudiée aussi par M. Humblet dans son Mémoire) va 
également nous montrer que Temploi de l’expression classique (i) 
conduit à des conclusions physiquement moins satisfaisantes que celui 
de l’expression (8). 

* 

Étude du cas de Tonde plane monochromatique. — Nous allons 
étudier le moment d’impulsion d'une onde plane monochromatique en 
nous servant tout d’abord des formules de la Mécanique ondulatoire* du 
photon. 

Nous prendrons toujours la direction de propagation de l’onde plane 
pour axe des z et nous considérerons le volume délimité par une sphère 

de centre O et de rayon 11, volume égal à Cherchons le 

moment d’impulsion par rapport à l’origine O de la portion de 
rayonnement contenue dans celte sphère en adoplant le point de vue de 
la Mécanique ondulatoire du photon. Le moment orbital est nul, c’est 
évident par raison de symétrie et il est aisé de le vérifier par le calcul. 
Si nous supposons Tonde photonique transversale, nous pourrons poser 
V ™ O elM se réduira à 

(i«») M-iy"|E*A|-hoonj. 

Faisons le calcul pour une onde polarisée circulairemeni, par exemple 
circulaire gauche. Nous avons 

(iij V,.= A, = K: = o, 

et la normalisation de l’onde plane dans un volume V dont les 
dimensions soni supposées très supérieures à la longueur d’onde et 
à R nous donne 


Nous trouvons donc 

(.3) ( ^[E;-A,-W* + conj = 4||A|n.= 

I M^.= Mv=o. 

Ce résultat est satisfaisant, il exprimé que la composante z de la densité 
de spin a la valeur uniforme ^ naturel puisque le photon 

d'une onde circulaire gauche a un spin S:; = ^ et que l’onde plane est 
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homogéae. Pour une onde circulaire droite, on trouverait 

(. 4 ) 

correspondant au spin — ^ photon. 

Si mainlenanl nous faisons le inôiiie calcul avec les formules de la 
théorie classique, nous allons arriver à un résultat assez paradoxal. 
Nous (levons, en effet, (*crire alors 


(■■>) M.-=- 

et ap()liqucr cette formule à la sphère. Le premier terme est nul par 
raison de symétrie. Pour une onde circulaire gauche, le second terme 

augmenté de son conjugué a la valeur — lrouv('e plus haut. Mais il 
reste les intégrales de surface qui nous donnent 



^ J [RA]r(E*n) (/.s conj. 
i l' l-rA, A,.) I -f- K; i j iP^/ü^-coiij. 

- j A |- j' {.r — if)i .r -4- //) H (hi 4 - coii). 

- j A {‘-2 J K'' dü -H conj. = 4 1^ ■ 


Celle valeur étant égale et de signe contraire à celle que fournit la 
seconde intégrale de (10), on a finalement 


D’où cette conclusion paradoxale que dans une onde plane monochro- 
matique polarisée circulairemenl, la densité du moment d’impulsion et 
par suite la densité de spin sont nulles. 

On peut chercher à atténuer cette difficulté en remarquant qu'une 
onde plane est une fiction et que Ton a toujours affaire en pratique 
à un groupe d’ondes de dimensions limitées. Ën considérant alors une 
surface S située tout entière à l'extérieur du groupe d'ondes, on 
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annulera l’iiiiégrale de surface dans (i 5 ) et il restera 


(» 8 ) 


M = 



dz -+■ cojij., 


ce qui donnera bien ± pour rensemblc d’une onde circulairement 

polarisée. Mais avec ce point de vue la densité de moment d’impulsion 
se trouve entièrement localisée aux limites du groupe d’ondes, à 
l’endroit où l’onde n’csl plus homogène, au lieu d’être uniformément 
répartie dans toute l’onde plane comme l’enseigne la Mécanique ondu- 
latoire du photon. Un tel résultat nous paraît peu satisfaisant au point 
de vue physique, (‘t cela d’autant plus qu’on peut supposer les limites du 
groupe d’ondes aussi éloignées qu’on veut du point 0 . La Mécanique 
ondulatoire nous semble se tenir plus prés de la réalité physique, son 
point do vue permet d’ailleurs de démontrer immédiatement une 
formule célèbre due à M. Sommerfeld, qui a joué naguère un rôle 
important dans l’établissement des règles de sélection de l’ancienne 
théorie des quanta. La théorie classique ne permet de retrouver cette 
formule que par des raisonnements beaucoup plus détournés et un peu 
embarrassés ( ‘). 


3 . Formule de Sommerfeld donnant pour une onde plane monochro- 
matique le rapport entre la densité de moment d’impulsion et la densité 
d’énergie. — Considérons une onde plane monochromatique se 
propageant le long de oz qt supposons /a» asse^ petit pour qu’on puisse 
négliger les termes eu pj. Les potentiels de l’onde plane sont avec ces 
hypothèses 

(19) A,^a3c/?»P, V-:A. (P 

les constantes «i, «h 91» ^92» 9:< étant réelles. Pour les champs, 
on trouve 

j /Aaje^ÇtP, ïf, =~ /Ay/, c%P, 11. = 0 . 

En Mécanique ondulatoire du photon, la densité de spin est donnée par 
la formule 

V , f 

(21) a=i;[E*A] ’ 


(') Voir la fin du Mémoire de M. Humblet. 
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Calculons d’abord 


( 22 ) 


1 1 E; As - E;.A,.] -i- V*Ila-t- conj. 

* /Xrtî<'/3 

c 

-f- “ /Ay/ 2«3 •+• conj. 

cos(9s-- 92) “T 


On trouve de même a, — o. 

Rosie à calculer a.- 

1 . 4 A ûfi «5 . , V 

( 23 ) a- -~[E;A, E; Arl ronj. - - — '?ui ( 9.. — 91 ). 


Or la (lenslté <i’éuergie est, en'iiégligeani les termes en 

( ) tr - '14.1 : — /// 1 V - j E |2 — I H |- - ‘2 1 E ]- - 2 -t- a] ), 

d’où (‘nfiii 

7- '*<(\ (Il sin ( 9i - 92 ) 

U' kc[ a\ ~>r- a\) 

l’osons «1 (1 et Qi — h] souvenons-nous que kc — uttv = w pulsation 

de l’onde. II vient 

a- _ 2 < ^A»sii >(92 9i ) 

II’ ~ o>{ ) 


C’est la formule de Somnierfeld, compte tenu du sens des axes employés 
ici. 

Pour une onde polarisée circulaircment, on a b ~~ a, — cpi ±: - et 
par suite 


comme cela doit être puisque l’énergie totale vaut Av et le moment 
d’impulsion total ± ^ (suivant le sens de la polarisation circulaire) 
et que, d’autre part, les densités w et cr- sont constantes dans l’onde 
homogène. 

En Mécanique ondulatoire du photon, tout cela est très clair. Par 
contre, comme nôus l’avons dit, la démonstration de la formule ( 26 ) par 
la théorie classique est beaucoup moins directe. 
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Ajoutons (3ncon* une remarque. Comme l’a noté M. lîumblet (*), 
si l’on néglige les termes en /» „, les formules de la Mécanique ondulatoire 
du photon ne ramènent pas toujours à celles de la théorie de Maxwell. 
Même, si l’on suppose pratiquement négligeables dans les calculs les 
termes en AJ, une définition comme celle du moment d’impulsion M 
par la formuh; (H) qui se présimle naturellement en Mécanique ondula- 
toire du photon ne rentre pas dans le cadre de la théorie classique 
parce qu’clhï ne possède pas l’invariance de jauge. 

4. Étude de Tonde dipolaire électrique circulairement polarisée. — 
(Considérons un dipôle circulaire placé dans un plan pris pour plan 
des TV. Soient 

I*, . i . i<i 

les composantes de son moment dij>olaire. Le signe - - correspond à un 
dipôle circulaire gauche, le signe + à un dipôle .circulaire droit. On 
trouve aisc^ment les formules 



r étant la distance du point considéré à l'origine et n le vecteur unité 
porté suivant le rayon vecteur. 

L’onde émise par ce dipôle circulaire comporte un champ électrique 
et un champ magnétique qui, en négligeant les termes d’ordres supérieurs 

en 'M s’expriment à grande distance par ' 

(3ot) E = -^^e-'<'(P~-iiiPin): H = e"“'|nP |. 

/\ Z r ^ ^ \r,r ‘ ' 

n 

Ces champs dérivent des potentiels suivants (calculés par la méthode 


(») loc. àt., p, 5<>3. 
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(les potentiels retardc^s, loujours en se limitant aux termes en r *) 

(a) A--= 7^^' V = (nA)^ -li. - /(/■ (n P ) 

'i-r ^ 

Si l’on admet rinvariance de jauge, on peut remplacer ces potentiels a 
par d'autres (Vpiivalents et en particmlier par les snivanls : 

ijj ) A 7^ f— '/■' ( P ( nP \ ^ u. 

i' r ' / 

Il importe de taire la remanpio siiivanU* : \v(‘e le clunx a des 
potentiels, on a une onde transversale à laquelle est siiperposé<‘ une 
ond(' longitudinale l^qui, avec ces expressions elassi(|ues supposant 
implieitemenl o, se lYuluil à une onde de potentiels avec cliamps 
nuis). Par contre, les potentiels b sont caractérisés par le fait que l’onde 
coriespondant(î est purement transversale, sans mélange d’onde longitu- 
dinale. iNatiirellement, avec la conception classique (jui refuse toute 
réalité aux potentiids, les choix a et b sont équivalents. 

Calculons la densité p correspondant à Ponde dipolairt* en Mécanique 
ondulatoire du photon. Quel que soit le choix a ou b d(‘s potentiels, 
on trouve 


C^O 


Zl 

i — -^(A*Ei- 4- <‘onj. 
= lîi: _!_ 1 ■ P i! 


(nP) IC conj. 


4 Z hcr'^ 


(i -h 0 


0 étant Panglc goM si M est le point oû Pou calcule p. Pour normer 
Ponde dipolaire, nous supposerons qu elle possède un front d’onde 
et que, par suite, elle est à chaque instant entièrement contenue dans 
une sphère i d(‘ rayon K (avec R >/.). Nous considérons l’instant où 

cette sphère contient exacîlcment un quantum /iv=^ d’énergie 
radiante moyenne et nous écrivons, K étant le rayon de 2 A cet instant 


(3:0 

d’où 

( 33 ) 




A-3jal* , 


|a|*t= 


3Ac 

h’ 


Telle est la relation liant le rayon R defini ci-dessus à Pamplilude a du 
dipôle. 
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Nous alloüs maintenant envisager les trois intégrales suivantes dont 
nous avons signalé l’importance 


(34) 


■ funj. ; 


I l,= i J^|E*A|:(ft+coiij. l3= J £v*n,</-:. 


■ conj. 


Les intégrales analogues se rapportant aux axes oj: et oj' sont nulles 
comme on le démontre aisément. Avec le choix a des potentiels, 

le calcul do - fE-A] donne 


(35) 


S* A] -f- conj. — 


I /’A ' 


|P*P1 


c * 

d’où, pour la composante z d’après (‘<o) et (33), 

I •> A3 


nP* )f n P j j conj., 


(36) 


-JE* A]r-+- conj, : 




’Mt 


î n (i-f-cos‘-()) 


(i-hco«-0). 


i(>7:Sr* :>l{ 

Avec le choix h des potentiels, on trouve 

(37) jE‘Al.--,-conj.= | |P‘P1 -- ?(.nP)* |nP| ; -i- conj 

d’où, pour la composante 

(38) * tBi*A],-4-conj.= 


* * ~ I « I* cos^G == ~ oos'-O. 


iGk *;-2 c 

Intégrons dans In sphère il vient 

I avec le choix a des potentiels l 2 == i: -- 


iG“‘‘r- K 


(3tl) 




l2=±- 


Passons maintenant au calcul de l.i. Avec les potentiels on a 


(40) 


i A^ , 


ç, V*ll 4-coiij. -^-(nP*)[nP*]-+-conj., 


d*oà, pour la composante Zj 

(4.) lVM..^con,i. = :p = 
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Avec le choix h des potentiels, on a évidemment 




En intégrant dans on obtient donc 

( 43 ) 

Pour calculer ourui I,, nous aurons à considérer rexpression 

) 

üri'rf] A,- 

i émà, 


^ avec le choix a des polenliels 1 î — 

I h U la-^ü. 


- conj. 


Ou s<* rend compte faciloinenl que les seuls termes non nuis de celle 
expression proviennent des dérivations des composantes de n : elle est 
donc nulle avec le choix a des potentiels puisque alors A ne dépend pas 
de n. Avec le choix b des potentiels, on trouvi; 


<44' 


^2'Ar.'^r«dI-A, 


H- coin. — — : — 
’ itiT' 


//.J 


C 


(nP)|P*n| 


V*H. 


On a donc eu intégrant dans i 


( 43 ) 


avec le choix a des potentiels I, o, 




Finalement, rassemblant les résultats (^ 9 ), (43) et (45), nous obtenons 


a\ cc le choix des potentiels f 1 == o, 





// 


l 3 =: 0 . 


Or la valeur moyenne dans le temps du moment d’impulsion du 
rayonnement d’après la théorie classique est 


j (Mx)t;/= Ij-f- Is-t- une intégrale de surface qui est nulle (*), 
i (M3 )c/= Ii *+■ h} 


(I) Foir Humblkt, p. 5g3. 
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tandis que U composaute 3 du moment d’impulsion en Mécanique 
ondulatoire du photon est 

1,+ 1,-4- l„ 


1, représentant le moment orbital, I,-H I, le spin. D’après les propriétés 
de l’onde dipolaire, les grandeurs (MT);., et M,- doivent être égales 

^ d’impulsion perdu par le dipôle lors de l’émission du 

quantum /<v. Or, on n 




Les valeurs de (M,),, son. insensibles au chois des potentiels, comme 
cela d.tva.t éire d’après l’invariance de jauge : elles sont égales 

à rfc comme prévu. Au coulraire, les valeuis <lc M,- dépend, ml du 

choix des polenliels parce (|ue la Mécanique ondulatoire du pholou 
n’admet pas l’invariance de jauge : seul le choix b des polenliels nous 
fournit 1» valeur c.rrecle ± A. Ce fait a été signalé, il y a quelques 
années, par M. (îéhéniau dans sa thèse. 

Donc, pour obtenir en Mécanique ondulatoire du photon, la valeur 
correcte du moment d’impulsion d’une onde dipolaire circiilairement 
polarisée, il faut adopter les polenliels qui représentent une onde 
purement transversale débarrassée de toute onde longitudinale. 

Au premier abord, l’adoption des potentiels b de préférence aux 
potentiels a peut paraître soulever des difficultés. En effet, on est 
habitué dans la théorie des potentiels retardés à calculer le phénomène 
de râjonnement dipolaire en partant des formules 


(60) 

où les quantités entre crochets sont les quantités retardées de — 

Or ce mode de calcul conduit aux potentiels a qui pourraient ainsi, 
abstraction faite de l’invariance de jauge, paraître avoir une réalité 
physique plus grande que les potentiels b contrairement à notre 
conclusion. Mais il faut remarquer qu'aujourd’hui la théorie classique 
de 1 émission des rayonnements fondée sur les formules (5o) doit être 
remplacée par la théorie quantique de l’émission, où l’émission des 
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ondes transversales et tjelles des ondes longitudinales apparaissent 
comme des processus quantiques indépendants. C’est là un aspect du 
fait (bien connu de ceux qui ont étudié le principe de correspondance) 
que la théorie classique lie ensemble des processus que la théorie 
quantique considère comme indépendants. 

Les potentiels a peuvent d’ailleurs s’écrire sous la forme 

( A = A,,-*- Ai= 7Î^e-“'(P— (nP)li).W<''-h •^.-'‘'■(nP)ii 

> 4-rV ’ ,i;:; 

< ") 4 , 

/ V = V„+V/^o4-7ii-.-'<'(nP)r»'', 

\ 4 ^ 

et l’émission des ondes transversales et longitudinales caractérisées 
respectivement par les potentiels A^r, et A/, V/ doivent être des 
processus quantiques indépendants. L’onde dipolaire lumineuse émise 
lors d’une transition quantique du dipôle, onde qui emporte le moment 

d’impulsion 'h ~ perdu par le dipôle, est donc caractérisée par h*s 

potentiels A/, et V<, — o et ceci paraît justifier le point de vue de la 
Mécanique ondulatoire du photon. 

Pour compléter le calcul des grandeurs relatives à l’onde dipolaire 
en Mécanique ondulatoire du photon, notons que l’on obtient, quel que 
soit le choix a ou b des potentiels 

('i 2 ) f=2^|[A*H]-i-VE}-(-conj. 

= !(nP)Nn=pcn, 

comme on pouvait s’j attendre, puis 

( 53 ) <J 4 = ( A* H ) -h conj. == — — [ a |2 coh 0 = | cr |. 

La dernière égalité est en accord (pour c=:c) avec la formule 

= I cr| “ valable pour l’onde plane, ce qui s’explique si l’on remarque 

qu’à grande distance de l’origine l’onde dipolaire est assimilable à une 
onde plane. 

5. Remarque stir le spin du photon. — M. A. Kastler (*) a montré 
que la lumière émise perpendiculairement au champ par une source 


(’) Journ. de Phy$.^ sér. VII, t. II, ipSi, p. 159-164. 
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placée dans un champ magnétique uniforme peut être absorbée par une 
autre source placée dans un champ magnétique parallèle, mais de sens 
opposé : il en tirait la conclusion que le photon n’a pas de spin. Celle 
conclusion serait valable si l’on avait le droit de se représenter le spin 
du photon comme une rotation interne d’un petit objet presque ponctuel» 
Mais cette représentation n’est pas admissible. Pour le photon comme 
j)oui' l’électron de Dirac, le spin doit être délini plus ahslraitement en 
introduisant les opérateurs de spin, les valeurs possibles des compo- 
santes et leurs probabilités respectives. De plus, ou doit tenir compte du 
lait que la conservation du moment d’impulsion est toujours défini par 
rapport à un point et porte toujours sur la somme du moment orbital et 
du spin. Si l’on lient compte de ces remarques, on voit que les intéres- 
santes expériences de M. Kastler prouvent non point la non-existence du 
spin du photon, mais seulement l’impossibilité d’en conserver la 
représentation grossière par la rotation interne d’un corpuscule. 



DEUXIÈME PARTIE. 

THÉORIES SUPERQUANTIFIKES. 


CHAPITRE VII. 

THÉORIE DE LA SECONDE QUANTIEICATION. 


1. Bases de la théorie. — La théorie de la seconde quantification 
constitue une méthode pour traiter dans le cadre de l'espace ordinaire 
à trois dimensions les problèmes où interviennent des ensembles de 
particules de même nature physique. 

On sait que pour développer la dynamique des ensembles de parti- 
cules en interaction, la Mécanique ondulatoire u dii envisager une pro- 
pagation d’ondes dans un espace de configuration à 3N dimensions. 
N étant le nombre des particules de l’ensemble. De plus, quand on a 
affaire à des particules de même nature physique, on est amené, pour 
être en accord avec l’expérience, à ne coiiserver qu’une partie des 
solutions possibles de l'équation d'ondes de l’espace de configuration, 
savoir pour certaines catégories de particules (photons, mésons, 
particules a, certains noyaux, etc.) les solutions à caractère symétrique, 
c’est-à-dire telles qu'elles ne sont pas modifiées quand on permute 
le rôle de deux particules, et pour certaines autres catégories de parti- 
cules (électrons, protons, neutrons, certains noyaux, etc.) les solutions 
à caractère antisymétrique, c’est-à-dire telles qu’elles changent de signe 
pour toute permutation du rôle des deux particules. On peut démontrer 
que les particules de la seconde espèce sont soumises au principe 
d'exclusion de Pauli et suivent la statistique de Fermi-Dirac tandis 
que celles de la première espèc^ échappent au principe de Pauli et 
suivent la statistique de Bose-Einstein. De plus, l’expérience prouve 

que les particules de la première espèce ont un spin de la forme 
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(» cntiér) H^fïelles de la seconde espèce un spin delà forme 

fait d’un intérêt capital que l’on parvient à interpréter en tenant compte 
de la nature simple ou complexe des particules et qui joue un rôle 
fondamental en théorie du Noyau (*). 

Ainsi, la Mécanique ondulatoire des systèmes de particules de même 
nature no peut représenter l’évolution d’un tel système qu’en se plaçant 
dans un espace de configuration à caractère abstrait et en introduisant, 
a priori, des règles (jui limitent le choix des fonctions d’onde suivant 
la nature des particules. 

La méthode de quantification cherche, au contraire, à représenter 
l’évolution d’un système de particules de même nature dans le cadre 
de l’espace physique à trois dimensions, mais, [)Our y parvenir, il est 
obligé d’attribuer à la fonction M'* le caractère d’un opérateur, reperdant 
ainsi au point de vue intuitif du côté de la fonction d’onde ce qu’elle 
gagne du côté de l’espace. Elle se développe d’ailleurs diiréremment 
suivant qu’il s’agit de particules obéissant ou n’obéissant pas au principe 
de Pauli. Comme nous nous occupons ici des particules de spin i et 
spécialement des photons, nous fixerons surtout notre attention sur 
la forme de la seconde quantification qui est applicable aux particules 
à état symétrique échappant au principe d’exclusion. 

2. Caractère complémentaire des amplitudes et des phases quand 
on représente un ensemble de particules de même nature dans Fespace 
physique à trois dimensions. - Nous allons commencer l’exposé de 
la seconde quantification par de très iraporlanles considérations sur 
la représentation d’un ensemble de N particules dans le cadre de 
l’espace à trois dimensions. 

Si nous cherchons é représenter un tel ensemble par une onde 'E 
dans l’espace ordinaire, il sera naturel de norrner cette onde en 
posant 

et de supposer que, si l’on a 

(») 

U 


(*) Sur toutes ce» questions, on pourra consulter le livre de l’auteur : Û€ la Mécanique 
ûûduiatùire à la théorie du Noyauy 1, Chap. II, III et IV, Hermann, Paris, i943- 




fRf^KUS DE LA SHCOÎÏDE QUANTIFICATiaR. 8l 

itîs «lam tes fonctions propres d^^n opérateur A, le nombre probable 
des particules pour lesquelles une détermination de la grandeur A 

donnera A = af sera donné par | r, L’on-aura donc l’*— N. 

^ / 

Considérons maintenant deux grandeurs ol>servables A et li dont 
les valeurs propres et les fonctions propres sont respectivement 
et j3/t, Le système des o;, et celui des forment chacun un système 
complet de fonctions orthonormal(‘s et l(‘ passage de Tun à l’autre est 
l’îmalogne dans l’espace fonctionnel d’un changement de coordonnées 
orthogonales dans l’espace ordinaire. 

On a donc des formules d(‘ transformation du type 



où les Skj sont h*s cléments d’uiu; matric(î s orthogonale du doirjaiiio 
complexe, c’est-à-dire unitaire. Si une fonction 'L s(‘ développer suivant 
les 9 / sous la fornur 



et cette formule donne l’expression des coeflicieuts du développement 
du W suivant les en fonction des coefficients du développement selon 
les cp/. On vérifie aisément que la condition (i) de normalisation imposée 
au ^ entraîne 

( 7 ) 

l i 

Ceci posé, soit un ensemble de N particules de même nature sans 
interactions mutuelles. Nous voulons représenter cet ensemble par 
une fonction d’onde j, z, t) ndîrmée par (i). 

A l’instant initial, l’onde 'F, qui représente donc un nuage de 
particules, occupe une certaine région limitée R de l’espace à trois 
dimensions et se déplace dans une certaine direction. Nous supposons 
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que ce nuage arrive sur un dispositif D qui permet d’attribuer, par 
la constatation d’un pliénoiuène observable, une valeur bien déterminée 
à une gran|i©«r allacliéo à une particule. Le dispositif D permettra donc 
de dire que, pour cliaque valeur propre de B, il j a n/, des IN parti- 
cules pour lesquelles B aura la valeur 

Supposons encore que sur le trajet entre B et D puisse être placé 
un dispositif IV permettant d’assigner une valeur déterminée à une 
autre grandeur A attachée à chaque particule, valeur qui sera néces- 
sairement l’une des valeurs propres y.k de l’opérateur A. Nous nous 
proposons d’évaluer le nombre des particules qui, après passage 
à travers le dispositif D, posséderont certainement leur grandeur B 
égale à (3^, sachant ([iie l’onde ’L à Tétai Initial où elle occupe la région K 
a la forme 

(H) *T(u\.i, ^ ^ 

< /,/. ’ k 

les Cl et dk vérifiant la relation ( 7 ). 


0' • D 



Mesure A Mesure B 

1 1 ;;. I. 


,Nous allons maintenanl distinguer deux cas. 

i" Le dispositif D' n’est pas interposé sur le trajet R-> D. 

En étendant à l’onde 'F normée par (i) les principes généraux de 
la Mécanique ondulatoire, on doit admettre que le nombre probable 
des particules qui, après action sur D, posséderont leur grandeur B 
égale à est donné par 

I T 

(9) I <h Ttg ' 

i 

-ce qui donne 2 = N comme il se doit. 

k 
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2’’ Le dispositif Ü' est inlerpost^ outre H et D : il laisse passer toutes 
les particules se dirigeant vers D, mais permet d'assigner à d’entre 
elles la valeur a, pour la grandeur A, à «.j d'entre elles la ¥a|eiir a.j, etc. 
On doit alors avoir n -,— \ c, |- et les m particules pour lestpielles on sait, 
après leur passage à travers D', que A e>»t égale à auront entre D'etD 
une onde se réduisant à c,cpi. Le nombre de ces particules qui, lors de 
leur action sur D, se révèlent comme ayant leur grandeur H égale à | 3 ^ 
s’obtient en remarquant que, leur onde étant . a , 

(lo) H* ^ r, ç , ^ ,ç,X ^1, J";’ 'V ' { 

ce nombre doit être égal à n^- j'/./C, |'L Le nombre Iota! probable//^ 
des N particules incidentes (jui, après passage dans D, auront leur 
grandeur B égale à | 3 /. est donc 

^n) //X -.■ \ j .ç/, '■[ r/-‘ 

et l’on aura encore 

k { fs / / 

parce que s est une matrice unitaire 

Voici maintenant le point essentiel : il existe une dillérence fonda- 
mentale entre les résultats obtenus dans les cas i" et 2'\ En'ellet, 
chaque Ci est une grandeur complexe qu’on peut donc écrire 

Oi étant l’argument de c, Or la grandeur ^s^r, de la formule (9) 

i 

dépend des arguments de^, car elle vaut 

/A/ 

(l3) I* ! t'V ^ ■''‘Z I I 

i ii 

Autrement dit, cette probabilité dépend des différences de phase entre 
les composantes du développement du W suivant les fonctions propres 
de A. Il y a alors interférences des probabilités^ circonstance capitale 
tout à fait caractéristique de la Mécanique ondulatoire. Au contraire, 
dans la formule (11) correspondant au cas 2**, /ia ne dépend plus des 
arguments des Cj, mais seulement de leur module : les différences de 
phase entre les composantes du développement du *1^ suivant les fonctions 
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propres de A n’inlefviennenl plus et il n’j a plus d’inlerféfences des 
probabilités. 

Or, ce qpi distingue physiquement les cas i** et 2 ®, c’est l’intervention 
dans le second cas du dispositif IV permettant d’assigner à A une valeur 
bien déterminée et, par suite, de répartir les N particules incidentes 
en groupes correspondant aux diverses valeurs possibles de A. Nous 
parvenons ainsi à la conclusion capitale suivante : quand il se produit 
un phénomène observable permettant de répartir les N particules 
incidentes entre les divers états propres correspondant à une même 
grandeur A. les relations de phase entre les composantes du dévelop- 
pement du U** suivant les fonctions propres de A se trouvent par là 
même complètement effacées. J.a connaissance des |r, |- est donc 
incompatible avec celle des 0, : ({uand on cherche à représenter un 
ensemble do N [>articules de même nature par une onde W dans l’espace 
physicjue à trois dimensions, l’amplitude et la phase d’une même 
composante speclrale du '1' sont donc des grandeurs complémentaire^ 
au sens de Bohr et, suivant les idées générales de la Mécanique ondu- 
latoire, on doit représenter ces grandeurs par des opérateurs qui ne 
commutent pas. C’est ce que nous ferons plus loin. 

llernarquons que les considérations qui précèdent s’appliquent 
seulement aux parlicules non soumises au principe do Pauli puisque 
nous avons supposé qu’il pouvait y avoir un nombre quelconque de 
particules par étal. 

Notons aussi (jue les raisonnements développés plus haut se rattachent 
étroitement à l’idée précisée tout d’abord par M. von Neumann suivant 
laquelle la mesure d’une grandeur A a pour effet de transformer le cas 
pur .représenté par la fonction d’onde W initiale en un mélange de 
cas purs (*). 

W. La seconde quantification pour un ensemble de particules à états 
aymétriques (Dirac). — Dans notre représentation d’un ensemble 
de N particules par une seule fonction d’onde W(ar, y, t) normée 
par(ï), nous avons admis implicitement qu’il pouvait y avoir un nombre 
entier quelconque n/ de particules dans chaque état Nous savons 
qu’une telle hypothèse n’est valable que pour les particules à états 
symétriques suivant la statistique de Bose-Ëinstein. Nous allons donc 
pour l’instant nous borner à considérer ce genre de particules. Nous 


(>) Voir Baukr et Londok, La théorie de Inobservation en Mécanique quantique 
iAeL scientijiques, 775, Hermann, 1939). 
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supposerons de plus que nous nous intéressons seulement à la mesure 
de la grandeur énergie et par suite que nous développons toujours 
la fonction d’onde W suivant les fonctions propres de l’opérateur hamil- 
tonien H, opérateur défini pour une particule considérée isolément. 

Soit donc un ensemble de N particules indépendantes obéissant à 
la statistique de Bose. Si r, z. t) représente cet ensemble dans 

l’espace à trois dimensions, on écrira le développement de cette fonction 
d’onde suivant les fonctions propres orlhonormales de ropérateni* 
bainiltonien sous la forme 

(i4> 'r=Vr,'i-„ 

/ 

formule où nous supposons que chaque contient le facteur cxpo- 

nenliel e . Les c, sont des constantes complexes qu’on peut écrire 
en mettant en évidence module et argument 

(ï5) loi !. 

Nous admettrons que le nombre n, des particules qu’une mesure de 
l’énergie montrera se trouver dans l’état d’énergie E, est 

(16) fil— \u'^— t-'i" c,r* . 

Dans les formules (i4) et(i6), comme nous l’avons indiqué, l’ordre 
des facteurs est indifférent puisque, jusqu’ici, nous considérons les Ci 
comme des grandeurs numériques complexes ordinaires. Nous allons 
être amenés maintenant A considérer les c, et c* comme des opérateurs 
et alors l’ordre des facteurs cessera d’être indifiérent. C’est pourquoi 
nous allons convenir de toujours écrire les formules précédentes sous 
la forme 

( 17 ) n, = r*Ci. 

Nous avons montré que les grandeurs n, et 0/ se comportent comme 
des grandeurs complémentaires au sens de Bohr, puisque la détermi- 
nation simultanée des nombres de répartition n, et des phases Si est 
impossible. Mais il ressort des principes de la Mécanique ondulatoire 
que, quand deux grandeurs sont complémentaires (comme le sont deux 
grandeurs canoniquement conjuguées pi et ^t), si l’une est considérée 
comme une grandeur numérique, l’autre doit être regardée comme 
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un opérateur égal, à un facteur prés, à l’opérateur dérivation par 
rapport à la première grandeur. Ainsi <7, et pi étant l’une des coor- 
données et le moment de Lagrange conjugué, si l’on considère qi comme 

une variable numérique. doit être assimilé à l’opérateur — ~ • 

L’on peut d’ailleurs développer aussi les formules de la Mécanique 
ondulatoire on considérant y?,- comme une variable numérique et en 

assimilant q, à l’opérateur — 

Nous sommes ainsi amenés, si nous considérons les /i, comme des 
variables numériqiuîs, à assimiler 0, à l’opérateur multiplié par 
un facteur constant que nous choisirons égal à ce choix devant être 

justifié par l’exactitude de ses conséquences ('). Nous supposons donc 
ici qu’a priori n, est une variable continue par rapport à laqu<dle on 

peut définir l’opérateur de dérivation : il nous rosl(*ra à montrer 

qu’on fait les variables n, ne peuvent prendre, conformément à leur 
.sens physique, que des valeurs quantifiées entières. Avec l’ordre des 
facteurs adopté en (17), nous poserons 

i) 

(18) \ n ,. 

Comme e/ :- \ c/ 1, la connaissance simultanée de a et de c* équi- 

vaudrait à celle de n, et de Oj, ce qui est impossible. On en conclut 
que c, et c* représentent des grandeurs complémentaires dont la connais- 
sance simultanée exacte est impossible : donc c* doit, lui anssi, être 
transformé en un opérateur qui ne doit pas commuter avec l’opéra- 
teur (18). Comme nous devons avoir n/==c*c, et qu’il est naturel 
d’admettre la relation 

J} 

(19) r 


(‘) Remarquons que le fait de poser j ^ entraîne la relation de commutation 

[«O «.]- 7. 

«t par suite la relation d’incertitude * 

Aô, i, 

qui exprime l’im possibilité de connaître simuttanément la phase d’une onde mono- 
chromatiqne et le nombre des particules qui lui sont associées. 
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nous sommes amenés à poser 

<20) t-; 


à 



Il est extrêmement important de noter qu'une fois transformés en 
opérateur par les définitions (18) et (20), les symboles e, etc* ne repré- 
sentent plus des quantités conjuguées au sens usuel'du mot (^). 

Une des caractéristiques essentielles de deux grandeurs complémen- 
taires, c’est que le commutateur des opérateurs correspondants n’est 
pas nul, ce fait traduisant dans le formalisme de la nouvelle Mécanique 
l’impossibilité de mesurer simultanément avec précision les deux 
grandeurs. Ici nous devons donc avoir pour les opérateurs c, et c* 

<2I) jr;,r,]-sc;Q 


Pour voir, s’il en est ainsi avec (18) cl (20), nous devons préciser 
la définition des opérateurs e eu posant 


(??') = 


I , I 

thi, •_> 1 ihi- 3 ! «ht/’ 


-( ' iV' 


I (h* 
P ! ()nil 


c’est-à-dire on nous servant du développement usuel de Avec 
la définition (22) on vérifie aisément que la relation (19) est satisfaite. 

Considérons alors une fonction continue et indéfiniment déri- 
vable o(/ii, Aij, . . .) des variables numériques m. Nous aurons 

±■4- \ , h 1 (h 

(23) .JT 

' I)/' ~ Ç(n,, Wj, 


Or la formide de Taylor appliquée à la fonction nous donne 


(24 ) ?(« 1 , < • ■ r ' 0 '+- 5 /i/, ^ = T'C'ltî ... 5 « 1 , . . • ; > 

^ fh tnj «P 9 

-+* 6/1/ 1 f- - — ^ 

ânt 2 ! rM/ 


.Znl> 



OÙ les dérivées au second membre sont prises pour les valeurs 
ni, . . ., n,. . . ., des variables. En faisant successivement dans (24) 


(•) Cepeodanl cjt et c% sont des opérateurs adjoints dans l’espace des /i, d’où résulte 
que Ck -f- cf est hermitien dans cet espace. 
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0//, - 1 Cl, hn, - I , on nl)ticnl 

, A// ) — //i, . . . , -h 1 , . . . , ) 

, n, I ^ . . . , - I ). 

jL 

L’opùrateur appliqua à uno fonction cp des variables a donc pour 
effet d’au^menler d’une unité la valeur de l’argument dans l’expres- 

sion de (p. tandis que l’opérateur f a, au contraire, pour effet de 

diminuer celte valeur d’une unité. 

Formons maintenant le commutateur de c* el de e, ; nous obtenons 

( y,C) ) I r' . n,— //, r . 

Appliquons i’opérat<'ur i 'jA)') à une fonction o des /?, ; il vient 


\ ... 


. fil ''"‘Ç == - wl'//] I\i ) 

car 

jl " 

/// I «J A/ J AO-i. 

" ( AA/-t- I ) Ç ( A?i, . . . A/, . . 

On peut donc écrire l’égalité opératorielle 

( 29 ) I. 

Comme nous n’avons aucune raison de supposer (juc lit et pour i ^ k 
ne soient pas simultanément mesurables, nous devons penser que c, 
et cj commutent el poser 

(.to) |f*, C ;]==0 

Les régies de commutation des opérateurs r, et c\ peuNont donc se 
résumer par la formule 

(3r) K, 6-g =■ - OM. 


Nous J ajouterons les règles suivantes dont la vériücation est aisée : 
( 32 ) = [Cf, c*J = o, 
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6t nous aurons ainsi obtenu l’ensoniblc des règles de coininutatioii pour 
la seconde quanlification des particules à états syinétriques (‘). 


4. Autre manière de trouver les règles de commutation des e,. — 
Nous allons maintenant développer une autre manière, très impoiiante 
par ses conséquences, de retrouver les régies précédentes. 

Partons de l idée que si, dans une théorie non quanliüéi», p, (‘sl la 
grandeur canoniquement conjuguée de </,, la quantilicalion consiste 
à remplacer/;, et (j, pour dos opérateurs lels qu(‘ 


^‘i3 ) 





11 suffira abus de montrer (pi’eii Mécanique ondulatoire non supcr- 
quanlifiée, les variabhîs c/ et r, doivent être considérées comme 

canoniquement conjuguées pour voir que la secondi* quaiitilication 
doit consister à remplacer l(‘s nombres c/ et r, par des opérateurs tels 
<|ue 



formule équivalente à l’équation (3i). 


f') Ou (lit (t’iuie fa((iii yi'üiiiMlc qu’un opénileur A (‘sl Vat/joinf, d’un Kpératrur A 
dans un doiiiuiiie D si l’un .i 

f' 4' (h - / i,' A /* </t, 

• I)' -A» 

f rl " riant deux fonctions eontinucs et uniformes dans l) et nulles aux limites de I). 
Cetfe définition entraine ((Uc la condition nécessaire et suffisante pour <ju’un opérateur 
soit hermitien est qu’il soit son piopre adjoint, c’est-à-dire que A A. 

Ave-' les définitions fiMj et (.lo) de cl de on trouve aisément 

n^, /ij, dn^, ... 

-- dri„, 

l’intégrale étant étendue à tout l’espace des n et / et f,' étant des fonctions uniformes 
et continues des n s’annulant à l’infini. On a donc 

I K " A),;,,- 

d’où l’emploi par beaucoup d’auteurs de la notation cf- au lieu de cf en seconde 
quantification. 

Comme l’opérateur n’csl pas ticnnilien cl ne correspond donc pas 

à une observable au sens de M. Dirac. 
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Pour prouver que ^ c] et c, sont canoniquemenl conjuguées, nous 
(levons rappeler l)rl(;v(3menl ce qu’on nomme, en Mécanique ondulatoire 
non superqiianlifiée, la méthode de variation des constantes. 

Soit H*"' l’opérateur hamillonien d’un système qui n’est soumis à 
aucune action extérieure tel que l’ensemble de nos parlii ulcs indépen- 
dantes. Cet hamillonien admel des valeurs propres Ei, . . ., E,, . . . , et 
des fonctions propres . . ., W;"', . . et l’équation d’onde s’écrit 

La fonction d’onde es! une solution de celle équation qu’on peut 
déveIop[)er sous la forme 

(3(; ) M*;»', 

les c'/’’ étant des constantes complexes indé[)endanl(‘s du temps. 

Supposons maintenant (ju’à partir d’une époque on soumette le 
système à l’action d’un champ extérieur dérivaul du potentiel 
^ (7() ^ 2 ) L’équalion des ondes deviendra 

(;i7> — . Z + 

V» Z I (ii 

oè pourra toujoui s à chacjue instani se développer suivanl le système 
des fonctions proprcN 'E/’ de l’hamiltonien non perturbé II'®’. Seule- 
raenl maintenant, sous l’action du potentiel perturbateur V(i), les coef- 
ficients du dévelopfiemont du M’ sont variables avec le temps et l’on 
aura 

(38) 


En substituant dans ( 37 ) et en se souvenant que les 4 /'’ solu- 
tions de l’équation (35), on trouve 


(39) 


’?Zl émd (H ' • ^ * 


^ Multiplions Wj et intégrons dans D, domaine de variation des 
variables du problème : il viei|t, en tenant compte des conditions 
d’orthonormalité des les équations de variation des constantes de 
Dirac 

(4o) 
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avec 

(4i) vy;’(/)= 


V^y (^) CvSl doue l’élt^inenl d’indices ji de la malriciî eugendrée par 
rop('?rateur V('/) dans le système des fonctions propres de 11^“*. Si l’on 
suppose connues les valeurs initiales cy((o)-~Cy'' des Cj, les équa- 
tions (4i) permettent de suivre les variations des Cj{t) au cours du 
temps sous l’action du potentiel perturbateur V(^). 

11 importe pour nous de remarquer que la théorie précédente 
s’applique au cas du photon, bien que nous ayons défini l’hamiltonien 
du photon par la formule 


avec l’opérateur — au premier membre. Nous savons, en ellel, 

que pour le photon les fonctions propres de l’énergie, qui sont les ondes 
[dunes monochromatiques, doivent être normées par la relation 


( ) 


q-o 


. él., -h (9; 




1 


et que l’on vérilie aisément pour J la relation 


(/ni 


ij’ O * l[' (t y 


Les calculs précédents sont encore valables, V(^) étant le terme que 
les interactions avec la matière introduisent en supplément dans 
l’hamiltonien du photou. 

En prenant l’équation conjuguée de (4o) et en tenant compte de 
rhermilicité de la matrice nous obtenons 


( i 'i > 


r/( 




Introduisons maintenant la fonction bilinéaire suivante des c, et 
des 

BC(Ci r,. 

. luf 


Les équations (4o) et (45) peuvent s’écrire 
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à condition de poser 


r'jif) - —Cj{f\ 


lies équations (47) ont la même i’orme que les équations canoniques 
classiques de Haniihon 

( 4 .,, = :^ü. 

f// àjtj fit <)(l, 

Nous pouvons donc Inen considérer comme le moment conjugué 

de Ci, la fonction <‘ 1 C jouant le rôle de fonction hamiltonienne. Dès lors, 
comme nous l’avons remarqué, nous sommes ramenés aux règles de 
commutation des r, et des c* trouvées au paragraphe précédent. 

.'). Équation de propagation dans l’espace des /i. Extension du forma- 
lisme de la Mécanique ondulatoire, - Pour passer de la Mécanique 
classi([ue à la Mécanique ondulatoire mm su[)(*r(|uantiliée, on remplace 
les équations canoniijues ( jq ) par ré(|uation de propagation 







'J r, t f h / 1 


— , . . . , / j l| 


la fonction hamiltonienne ll(<7, , . . . , r//,, . . . , . . . , , O de la 

Mécanique classique ayant été, comme il est bien connu, transformé en 
opérateur hamiltonien par la substitution à chaque /)/. de Popéra- 
h 0 

leur : — • 

2 3 ti 

De même, pour opérer le passage de la Mécanique ondulatoire non 
superquantifiée, il (îst tout indiqué de remplacer les équations cano- 
niques 

( 4 ") 

<it *k'j fit (h:, 

obtenues plus haut dans la théorie non superquanlilîée par l’équation 
de propagation suivante définie dans l’espace des n 


k «t W/î-, 


: aCo,. H(«, Kk, t) 


^«1' — ^ )op ( )oi 
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les )y,, et. (Cy)o,, tUaiit définies par les équations (i8) et (20), L*op6- 
rateur est donc obtenu en substituant dans l’expression non super- 
quantifiée de la fonction hamiltonienne (4b) aux grandeurs numé- 
riques C/l et C/* les opérateurs correspondants définis dans l’espace des n 
par (18) et (20). 

La fonction R(/ii, . . . , t) est la fonction d’onde dans l’es[)ace des n : 
en raison du rôle (ju’elle va jouer, nous lui donnerons le nom àe. fonc- 
tion de répartition. Nous la supposerons normée par la formule 


( :u> ) 



. . . / ) H ( // 1 = I . 


où^ est une sommation étendue à toutes les valeurs des /// el r(q)ré- 

n 

sentant une intégration dans l’espace des n. L’Iiermiticité de l’opéra- 
teur (4f)) assure d’ailleurs, comme on h; vérifie aisément . la permanence 
de la condition de normalisation ( 5 <>). car on liredt; (4H) 


(5i) 



Ayant obtenu ainsi une équation de propagation et une fonction d’onde 
dans l’espace des //, rien ne nous empêche de transp(>ser à cet espace 
tout le formalisme de la Mécanique ondulatoire. Kn particulier, l’expres- 
sion R*(/i t). R (/ii . ~ I R(/ii , . . . , / 1‘^ nous donnera la 

probabilité pour qu’il y ait n, particules dans l’état Li, n^ dans 
l’état E2, .... Nous verrons tout à l’heure que, conformément à l’idée 
même de particules, les nombres «/. pour lesquels |R|-' (;st dilféront 
de zéro sont toujours des nombres entiers, ce que nous admettrons dès 
maintenant. 

Comme en Mécanique ondulatoire ordinaire, on peut définir le carac- 
tère hermitien d’un opérateur dans l’espace des n et admettre qu’à toute 
grandeur mesurable de l’espace des n correspond un opérateur linéaire 
et hermitien dans cet espace. On définira les valeurs propres et les 
fonctions propres d’un tel opérateur A par une équation aux valeurs 
propres de la forme 

(^> 2 ) . ... nk- . . .) = lîk^ . . .). 

les 9/ formant dans l’espace des nlin système complet de fonctions 
orthonormales telles que 

..., /U, ... ...) = i. 

n 


( 53 ) 
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l.es a, sfM'ont les valeurs propres de la grandeur dans l’espace des n 
et, si la fonction K se développe sous la forme 

i V, ) l'o /O, .... /U O . ... «X- • . . 

I 

suivant le système complet des g/, la quantité | e/(^) j- donnera la proba- 
bilité pour qu’une mesure fournisse pour la grandeur A la valeur a, à 
l’in.stant t. 11 en résulte que la valeur moyenne de A a les deux expres- 
sions équivalenles 

{V,) A /)AI{(«,, .... t). 

i n 

Nous reviendrons |)lus loin sur la signilicalion (!l rirnporlance de ces 
valeurs moyennes. 

Nous devons faire remarquer (’) que les opérateurs cv. et C/* ne sont 
pas des opérateurs hermitiens dans l’espace n et, par suite, ne corres- 
pondent pas à des grandeurs mesurables, tandis (jiic les opérateurs 

(,0(») • r;<7-=//x, H/ — ^ ^ 

sont, au contraire, hermitiens et correspondent à des grandeurs mesu- 
rables. On vérifiera aisément ces affirmations en tenant bien compte 
du fait que cx et c\ ne sont pas des grandeurs conjuguées, mais (pic 
chacun d’eux est un opérateur réel. On pourra ('‘gaiement vérifier que 
l'opérateur cx + cl est hermitien. 

Nous noterons encore que ToptM'ateur défini par ( 49 ) [leul être 
remplacé par le suivant 

( 4 i)') X =V| HW>+ v,,(,n](,;)„„(cv)„,„ 

(/ 

H'y' étant l’élément de matrice J 'F/’ formé à l’aide de 

l’hamiltonien non perturbé En effet, les étant fonctions 

propres de nous avons et par suite (49^ 

de ( 49 ) <|ue par la seule adjonction des termes^E, é, 7 C*rj = ^ n;Ey. 

La modification de l’hamiltonien « donc poûr seul effet de nous obliger 
à remplacer la fonction 11 par la fonction Re ‘ / , mais nous savons 


( ‘ ) Voir Note page 8p. 
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(|u’une fonction (ronde même normée n’étant jamais définie qu’i\ u# fac- 
teur complexe de module unité près, cette modification n’a aucune 
importance. Nous nous servirons tantcH de rhamiltonien (49)» tantôt 
de l’hamiltonien (49 ainsi que des fonctions d’onde correspondantes. 

6. La seconde quantification exprime Texistence des particules. — 
L’opérateur de la seconde quantification n’esi pas comme riiarnilto- 
nien H de la Mécanique ondulatoire non superquanlifiée un opérateur 

_ jL 

différentiel : il est, en efiél, une combinaison linéaire des opérateurs e , v 

f) 

et qui, appliqués à uik; fonction des n augmentent ou diminuent 
d’une unité la valeur des variables. 

Le second membre do réquati(ui (4^) donc une combinaison 
linéaire des valeurs de R corncspoiidant à des valeurs des variables n 
différentes d’une unité. Il en résulte (jue si K(ni, . . ., n/,, . . . . t) n’est 
à l'instant /(, différent de zéro qin* pour les valeurs entieras des /i/,, il en 
sera ensuite toujours de même, (le fait nous autorise à supposer que les 
variables évoluent exclusivement dans le domaine des valeurs entières, 
ce qui est en accord avec le sens physique que nous avons attribué à ces 
\ariabl(‘S. 

Nous pouvons préciser celle idée en la présentant sous une autre 
Corme. Nous partirons de la remarque suivante : l’une des j)ropriétés 
essentielles des fonctions d’onde de la Mécanique ondulatoire ordinaire 
est (jU(î la grandeur ..., ..., /)|-^ donne la [)robabililé 

pour que les grandeurs (/i, ..., (//., ... soient trouvées à l’instant t 

avoir les valeurs \ . . ., q'!^' Il paraît donc naturel de supposer, 

comme nous l’avons fait plus haut, que la fonction d’onde dans l’espace 
des n, c’est-à-dire R(ni, . . ., /iæ, . . ., 0) propriété que la 

grandeur |R(/i;"^ . . ., ^)|=* donne la probabilité des valeurs 

. . ., . . . pour les variables Wi, . . ., n/,, ... à l’instant /. La 

fonction R donne à chaque instant la répartition probable des diverses 
particules entre les divers états d’énergie, ce qui justifie le nom do 
fonction de répartition que nous lui avons donné. 

Puisque l’on peut supposer que R est constanimenl nulle dans l’espace 
des /i, excepté pour les points de cet espace dont les coordonnées sont 
des nombres entiers, on peut supgoser que les seules valeurs des 
variables n, ayant une probabilité différente de zéro à un instant queL 
conque sont les valeurs entières. Le formalisme de la seconde quantifi- 
cation permet donc bien de traduire le /ait que, si l’on déteHnine b^ 
nombre des particules du système qui se trouvent dans l’étal ou 
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l.es a, sfM'ont les valeurs propres de la grandeur dans l’espace des n 
et, si la fonction K se développe sous la forme 

i V, ) l'o /O, .... /U O . ... «X- • . . 

I 

suivant le système complet des g/, la quantité | e/(^) j- donnera la proba- 
bilité pour qu’une mesure fournisse pour la grandeur A la valeur a, à 
l’in.stant t. 11 en résulte que la valeur moyenne de A a les deux expres- 
sions équivalenles 

{V,) A /)AI{(«,, .... t). 

i n 

Nous reviendrons |)lus loin sur la signilicalion (!l rirnporlance de ces 
valeurs moyennes. 

Nous devons faire remarquer (’) que les opérateurs cv. et C/* ne sont 
pas des opérateurs hermitiens dans l’espace n et, par suite, ne corres- 
pondent pas à des grandeurs mesurables, tandis (jiic les opérateurs 

(,0(») • r;<7-=//x, H/ — ^ ^ 

sont, au contraire, hermitiens et correspondent à des grandeurs mesu- 
rables. On vérifiera aisément ces affirmations en tenant bien compte 
du fait que cx et c\ ne sont pas des grandeurs conjuguées, mais (pic 
chacun d’eux est un opérateur réel. On pourra ('‘gaiement vérifier que 
l'opérateur cx + cl est hermitien. 

Nous noterons encore que ToptM'ateur défini par ( 49 ) [leul être 
remplacé par le suivant 

( 4 i)') X =V| HW>+ v,,(,n](,;)„„(cv)„,„ 

(/ 

H'y' étant l’élément de matrice J 'F/’ formé à l’aide de 

l’hamiltonien non perturbé En effet, les étant fonctions 

propres de nous avons et par suite (49^ 

de ( 49 ) <|ue par la seule adjonction des termes^E, é, 7 C*rj = ^ n;Ey. 

La modification de l’hamiltonien « donc poûr seul effet de nous obliger 
à remplacer la fonction 11 par la fonction Re ‘ / , mais nous savons 


( ‘ ) Voir Note page 8p. 
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7. Forme explicita dë^il^uatioii (48). Êqiaitalence de la Mécanique 
? ondala^r| dans l’espace de conâg^ation # <ie la théorie de la Inonde 
quantifi^^ça. — L’équation d’évolution (48) peut s’écrire 

ï# ^ 

avec les défî^ltiont ( 1 8 ) et (20) des opérateurs c» et c*. 

Oq vérifie facilement que l’on a 

0'4) (e‘)„,,(Q)„pH(A<i /»„ .... fu, ..., 0 

^ i — « 1 — i, .... «^-4-î /), 

I f>, /), 

suivant que i est différent de A ou lui est égal. 

FN>sons donc par convention 

( (i ) ) K ( // 1 • . • • , , . • • • 'U -+- 1 , • . - . / ) = R ( « 1 , . . . , /ti, . . . , O si t . 

Avec celte convention, on peut poser 

( 1 ^ v;;)( t*; )o|. ( ca )oi. R 1 

ik 

= -5 ,a) Rt «1 , . . . . /i, -- i, • • • . 'u 4- 1 , . . . , 0» 

ik 

d’où 

^ s, 

=2v<. 

Ik 

Or la Mécanique ondulatoire des ensembles de particules développée 
par la méthode habituelle de l’espace de configuration conduit, quand 
on l’applique à un ensemble de particules de même nature à fonctions 
d'onde symétrique^ à retrouver eiaclement l’équftion (G7) { ' ). Il y a 
donc équivalence entre la méthode de l’espace de configuration et celle 
de la seconde quantification en ce qui concerne la prévision des réparti- 
tions entre les états d’énergie, puisque cette répartition est donnée par 
la fonction K que les deux méthodes définissent finalement par la même 
équation (G7). 

Il n’en faut cependant nullement conclure qu’il y ail une coïncidence 

(•) Ou trouvera le raisonnement complet dans Une nouvelle théorie d§ la lumière^ 
t. I, p. 227 et auiv. 


«/( «A -i- I — ) R ('/O, • . -1 fU’ - O • • • 1 '0-4-1, . . t). 

K 


LOUIS DB BROOLIE. 




^ CHAPITRE VU. 

entre les deux méthodes. théàlie de la seconde quantifi- 
caiioi^ntroduit, en efTet, u%élément nouveau qu’ignorait entiérment la 
IVlécanique ondulatoire de l’espace de configuration. Cet éléjxtlnt, c’est 
la phase 0 /, élément canoniquement conjugué de ni. En quan- 

tification^ les phases 0, sont des observables au même tit^ que les 
et c'est là V apport essentiellement nouveau d^Êi secoH^ quantifi- 
cation pour les particules à fonctions (Tonde syrn4li iqum: 

8 . La fonction d’onde ^ superquantiâée et les relations de commu- 
tation qui lui sont relatives. — Pour opérer la seconde quantification, 
nous sommes partis du développement de la fonction d’onde suivant 
les fonctions propres W,- de lopérateur H. En transformant les Ci en 
opérateurs de l’espace des nous n’avons pas modifié le caractère 
des 'T/ qui restent des fonctions numériques, mais d’après le développe- 
ment on voitqu’en transformant les C/ en opérateurs, nous 

i 

transformons aussi le en opérateur (‘). Ce W supcrqunnlifié satisfait 
à des relations de commutation qui dérivent de celles d(*s c, et que nous 
allons établir. 

liopérons chaque point M( or, r, 5) de l’espace physique à trois dimen- 
sions par le rayon vecteur r qui le joint à l’origine des coordonnées et 
désignons pur W (r) la valeur de en M. Ceci posé, nous allons mon- 
trer d’abord que, les fonctions projires M’*,- de l’énergie formant un sys- 
tème orlhonormal complet, on a 

(68) r')~ti{.r - y)ô(y -- y)t{z - z' 

i 

les ô étant les fonctions singulières de Dirac. En effet, le caractère 
complet du système des W, peut s’exprimer de la manière suivante : 
si une fonction /(r) se développe sous la forme 

'«9) » /fr)=2rf,'l',(r), 


on a 



C’est la relation de Parscval. 

& 

lA)pèraleur est un opérateur de l’espace des n dont 

i ‘ i 

xpressiou varie suivant le point x, y, z que l’on considère dans l’espace physique. 
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Or les di sont doanés par les formules 

(71) f 

•^11 


On doit donc avoir 


(72) 



(r'')/*(r') 






OU encore 


17 ^) 








(]omme (‘eci doit être vrai pour toute fonction /(r), il faut avoir 

^ j ‘ 

ce qui montre que le crochet est bien égal à ô(r — r') et justifie la rela- 
tion (68 ). 

Utilisant cette relation, il est maintenant facile de trouver les for- 
mules de commutation entre les 'U qui se rapportent à deux lieux diflé- 
renls. On a, en effet, 

ik 


d’où, d’après les relations de commutation entre les Ci 

( 76 ) [«'•(r), 'r(r)J== -26Mf.‘(r')’I’i(r)= 

Ik t 


et (68) nous donnent la formule cherchée 

1 

(77) ['r(r'), ^(r)]=-S(r - r'). si 

Telle est la formule fondamentale concernant la commutation des 
valeurs du W superquantifié en deux lieux différents, ces valeurs étant 
considérées comme des opérateurs de l’espace des n. Le symbole 'F 
représente, en effet, maintenant un opérateur de Fespace des n dont la 
valeur varie suivant le lieu considéré. 
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9. Grandeurs physiques observables et valeurs moyennes dans 

l’espace des n. — Le fait d^avoir transformé les ci et par suite le 'L en 
opérateurs de l’espace des n a pour conséquence que les éléments de 
matrice et les valeurs moyennes deviennent aussi des opérateurs de cet 
espace. Quant aux densités correspondantes, elles deviennent des opé- 
rateurs de l’espace des n, variables suivant le lieu de l’espace considéré. 
Toutes ces grandeurs ne peuvent donc plus avoir le caractère de gran- 
deurs physiques observables puisque toute grandeur observable doit 
être susceptible d'avoir une valeur numérique, alors qu’un opérateur n’a 
pas de valeur numérique. Pour retrouver des grandeurs physiques 
observables, la théorie de la seconde quantification est amenée à envi- 
sager les valeurs moyennes dans l'espace des n des grandeurs que la 
théorie non superquantifiée considérait comme des grandeurs physiques 
observables. 

f^our préciser celte idée, considérons un ensemble de particules iden- 
tiques dont la fonction de répartition au sens de la seconde quantifica- 
tion soit Q. Si A est une grandeur physique observable 

définie par la théorie non superquantifiée, cette grandeur se trouve 
transformée par la seconde quantification en un opérateur de l’espace 
des n, et ce que l’on doit dés lors considérer comme une grandeur phy- 
sique macroscopiquement observable, c’est 

(78) A z=^ It *(//,.. . , #)Alt( / K 

la moyenne étant ainsi prise dans l’espace des n. Le signe^ représente, 

n 

nous l’avons vu, une sommation sur toutes les valeurs entières possibles 
des variables n, de sorte que cette sommation équivaut à une intégration 
dans l’espace des n. 

Comme exemple, considérons la grandeur / qui, dans la 

théorie non superquantifiée, représente le nombre N total des particules 
de l’ensemble considéré. Après la seconde quantification, elle devient 

ca / WlWi^dXy les c* et Ca étant les opérateurs définis plus haut 
ik 

dans l’espace des n. En vertu de l'orthogonalité des W,-, ceci se réduit 
d’ailleurs Pour retrouver une grandeur observable, il nous 

I 

faut donc prendre la valeur moyenne de l’opérateur ^ c-Ct dans l’espace 
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des rt, soit 

(79) 2R*("i- 0=2n(=I'l, 

n I i 

en vertu de la normalisation de la fonction de répartition. On retrouve 
bien ainsi la grandeur physique N. 

Nous aurons à revenir sur cette question quand nous délinirons, en 
Mécanique ondulatoire du photon superqnantifiéc, les grancleurs 
électromagnétiques comme des valeurs mojemies prises dans Fespace 
des n. 

10. La seconde quantification pour les particules à fonction d’onde 
antisymétriques. — On a pu généraliser la méthode de seconde quanti- 
fication de diverses façons, notamment en montrant, comme Fn fait 
M. Fock, qu’elle peut se développer en partant de l’expansion du 
suivant les fonctions propres d’un opérateur hermitien autre que Fopé- 
rateur Hamiltonien, c’est-à-dire correspondant à une grandeur mesu- 
rable autre que l’énergie. Mais l’extension la plus imporlanie est celle 
qui permet de superquantifier la Mécanique ondulatoire des particules 
à états autisymétriques obéissant à la statistique de Fermi-Dirac. 

Pour ce genre de particules, il faut exprimer qu’il ne saurait y avoir 
plus d’une particule par étal d’énergie (principe de Pauli). Pour tra- 
duire ce fait, MM, Jordan et Wigner ont montré qu’il fallait remplacer 
les relations de commutation des ca et cl employées jusqu’ici pour les 
^particules à états symétriques par les suivantes 

1 8o ) [ 6'* , C/c ]+ —ll/c, 1 6‘* , cj. ] V. = [ Ct, CA j-, = O, 

avec la définition que voici de V anlicommutateur de a et 6 

( 8 1 ) [ a, è 1 4- = afe -4- ba. 

En effet, comme nous posons toujours clci= /?,, nous aurons ici 

( 82 ) n‘f = cl Ci X cl Ci = cj ( 1 — c* Ci)Ci~ cl Ci - c* c* c/C/, 

mais comme C(*c* -f- doit être nul d’après ( 80 ), est nul et il 
reste ^ 

(83) n\~c\ci^ni, 

d’où l’on conclut = 0 ou /«*== 1 conformément au principe de Pauli. 
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Les relations (8o) de Wigiier-Jordan conduisent pour le W super- 
(|iiantirié aux relations de commutation suivantes : 

(m r»l'*(r'), »r(r)]^ = 5(r™r'). [M'*( r'), W*(r;J, = [T(r'), U^(r)l 4 -= o. 


Dans le cas des particules à fonction d’onde symétrique, M. Dirac 
avait obtenu une représentation simple des opérateurs c/, et c] à l’aide 
des formules (i 8) et (20). Il est plus difficile de trouver une représen- 
tation des opérateurs obéissant aux relations (80). M. Wigner y est 
cependant parvenu de la façon suivanle. 

Considérons d’abord les matrices à deux lignes et deux colonnes 


(8f)) 


On trouve aisément les formules 


(«ft) 




[ d =: 1 

V “ 1 

<» il 

1 dd = d*-ff -= 
si 

1 0 0 

1 <» 0 

1 1 

I — 2 d^' fi ~\ 

1 ** 

l { 


0 (> I 

1 O i 


.///• = 


(I 0 

0 2 


I O I 

0 O j’ 

1 O I 

(» I I 

= I — 2 </+* (t = 


Si nous opérons la fusion des matrices relatives aux divers états 
quantifiés, nous obtiendrons des matrices dn telles que 

( 88 ) f , dfi = (I ’n fffi “h (Yft = 1 , 1 ^ 1 “ ( J ~ ‘ 

Posons 


(8t)) ' " ~ 

1 

n~\ 

Pour m d,„ et d'„^ commutent 


(90) 

d’où 




it~i n — i 


(()i) *''' 

1 I 
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De même pour m > on trouve 


/« — t n — 1 


( 92 ) 

n C n ~~ 

1 1 




H — t «1—1 

+ rf„ip.7 = 

i l 

« — 1 «1 — 1 

1 1 

Or on a 




(93) 


1 1 


l'accent excluant la 

valeur A — //. D’où 


1 


11 

il 

i 

te 

[ dn U d„ - 0 , 

(94) j 

1 » ^ 

fn — 1 

1 

m — 1 

1 

et finaleuienl 



(05) C^C„-+~ 

( c/„ dln )|J| ‘ J~J[ 

1 1 

0 |iOUr N ÿC - 

On trouve aussi 



( 

[^’m> ^‘nt 1 ' 

= [dur j • 

== d,n j I = 0, 




[ Cftj J T = 0, 


I I 


Toutes les conditions itnposf^es aui c et c* par les relations de Jordan- 
Wigner sont donc bien satisfaites par celte représentation si l’on prend 
pour (c*)op l’opérateur 

Nous n’insisterons pas davantage sur la seconde quantification des 
particules à états antisjmétriques dont nous ne nous servirons pas dans 
la suite de cet Ouvrage. 
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APPLICATION DE LA SECONDE QUANTIFICATION 
A LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE DU PIIOTON. 


I . Retour sur la définition des grandeurs maxwelliennes et sur l’état 
d’annihilation. - Nous avons défini préccdeminenl les grandeurs 
maxwelliennes liées à un pholon qui se trouve initialement dans un état 
représenté par une certaine fonction d’onde 'F comme étant des densités 
d’éléments de matrice correspondant à la transition de l’état W à l’état 
d’annihilation 'F("). Ce point de vue nous a conduits à adopter pour ces 
grandeurs maxwelliennes des expressions de la forme où 

F est l’opérateur correspondant à la grandeur envisagée et où K est une 
constante que, afin d’cfrectuer le raccord nécessaire avec la théorie 

classique, nous avons été amenés à choisir égale à — 

4 - V 

Si nous supposons que l’état initial est formé par une superposi- 
tion d’ondes planes monochromatiques normées et indépendantes U’/, 
(chacune définie par son vecteur de propagation k et par son état de 
polarisation, par exemple onde transversale rectilignement polarisée ou 
onde longitudinale), nous poserons 

(I) 'r=2cx'J'< 

* 

et chaque grandeur maxwellienne sera de la forme^K^^<”^Fc4W/,, 

k 

chaque terme de la somme se rapportant à une onde plane monochro- 
matique de polarisation définie. 

Mais, en réalité, l’état d’annihilation doit être considéré comme un 
réservoir contenant un nombre immense et sensiblement constant 
de photans. Donc, même lorsqu’oÉ considère, comme nous l’avons fait 
jusqu’à présent, un seul pholon dans l’état non annihilé initial, il faut 
cependant toujours tenir compte du nombre immense /lo des photons 
dans l’état d’annihilation. 
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Celte remarque conduit à considérer une fonction d’onde initiale de 
la forme 

(2) T = 

k ‘ 

c'est-à-dire à ajouter à l’expression (i) un terme qui tient compte de 
l’état d’annihilation, puis une fonction d’onde finale de la forme 

( 3 ) r = 

de sorte que les grandeurs maxwelliennes doivent avec nos hypothèses 
avoir la forme 

( 4 ) ' 

A 


K' étant une constante à déterminer. 

Puisque, même dans le cas d’un seul photon non annihilé initial, 
nous avons toujours alFaire à un nombre énorme de pholons, il est 
nécessaire d’introduire systématiquement en Mécanique ondulatoire du 
photon la seconde quantification. Comme les photons sont des parti- 
cules à états symétriques, nous devons poser 

j) _ _ 0 j) 

(5) Co - y/^o, cl == s/ no c C{ - ^/nl, cl = e 

Seulement les Co et les c* jouissent d’une propriété particulière en 
raison de la valeur énorme et 'presque constante du nombre n» des pho- 
tons dans l’état d’annihilation. La variation d’une unité de no ne peut, 
en effet, apporter aucune modification sensible de la situation, de sorte 
que 6’o et cj se réduisent sensiblement à l’opération multiplication 
par et, comme W est réel, on peut écrire pour les grandeurs 
maxwelliennes, à la place de (4), l’expression approximative 

( 6 ) 

k 


On voit alors qu’en posant 

( 7 ) = 


K 


y/^o 


h 


4 - >Jno\Lo 


on retombe sur l’expression adofâée antérieurement, ce qui nous 
montre que la constante K précédemment utilisée doit être considérée 
comme le produit d’une constante extrêmement petite K' par le nombre 
extrêmement grand \fno> 
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Dans Fexpro^sion^ des grandeurs maiwellionnes, 

A 

figurent maintenant les Of qui sont devenues des op(^rateurs de l’espace 
des n. Ces grandeurs Maxwelliennes sont donc devemies, elles aussi, 
des opérateurs de l’espace des n dont la valeur varie d’ailleurs suivant 
le lieu et le temps t, puisque les dépendent de ces variables. 
Nous arrivons ainsi à la conception fondamentale de la théorie quan- 
tique des champs électromagnétiques suivant laquelle ces champs 
doivent être considérés comme des opérateurs de l’espace des n, fonc- 
tions de Nous aurons l’occasion d’approfondir plus complètement 

cette conception nouvelh; des grandeurs électromagnétiques : pour 
l’instant, nous allons nous occuper de rechercher quelles sont lesTela- 
tions de commutation existant entre ces grandeurs conçues comme 
opérateurs dans l’espace des n. 


2. Relations de commutation entre les potentiels électromagnétiques 
des ondes planes. — Considérons une onde monochromatique de pola- 
risation bien délinie ayant un vecteur de propagation k et choisissons 
un système d’axes rectangulaires tel que O 5 ' ail la direction k. 

Posons comme d’habitude 

(H) F =: 

En effectuant la normalisation des ondes dans un volume e, on 
trouve (*) pour l’expression des potentiels (en prenant e pour unité de 
volume) : 

a. pour une onde à vibration électrique parallèle à Ox 



b. pour une onde à vibration électrique parallèle à O )' 



c. pour une onde longitudinale 


(ÿ) 






Kx = Œ O. 


(>) Voir Cha|)itre IV, paragraphe 3. 
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Les expressions (f^) et (9') montrent que pour y'::-:: i , a, on a 


(lo) 


[a;, a,.]: 


hc . 
î: A ‘ 


, a |S/7- = 


hc . 

i Jt A * 


Comme [c/*,, o, ] = o pour A% on peut aussi (écrire 
(n) [ A*,!^!!;' >. A/<i^k)j =-— 7^ 6// 8('k — k' ). 


Le même mode de rayonnement appliqué aux autres expressions (9), 
(9 ) {\f) *^ous conduit aisément à rensemble des relations de commu- 

tation suivantes : 


j [\;.ik'\ A,.ik)|-— ^û,7.o(k— k'i w'.y ™ 1 , •>), 

I f A*, t k' ). A/'( k )| — O ( f' = I . li , f = 3, 4 uu in\ersemeul ), 

, / '.VVltf'i, Ar(kll= k'), 

(r> I 

I f \Mk'), V(k)| =. ^ik|s,k' k,. 

(Vi/,'), va>| ^ l^'sik - kl. 

i\T.h ,4 k 

On volt sur ce tableau que A*, el V ne commutent pas : ceci vient de ce 
que ces grandeurs sont toutes deux liées au même tjpe d’onde, les ondes 
longitudinales, et dépendent par suite d’une même constante arbitraire. 

Les relations de commutation (12) sont valables dans le système 
d’axes rectangulaires tels que O coïncide avec la direction du 

vecteur k de propagation. Celte hypothèse est évidemment trop parti- 
culière et pour pouvoir traiter le cas général d’une superposition d’ondes 
planes, nous devons savoir écrire les relations de commutation dans 
un système d’axes rectangulaires quelconques Oxyz. 

Remplaçons x' y' z' par x\ x^x\ et xyz par .ci, 

Prenons trois vecteurs égaux à l’unité sur chacun des trois axes 

el soient 1 ", 2 ' et 3 ' ces vecteurs. Dans le système Oxix^xx^^ 
les vecteurs i’ ont pour composantes a, a, <2 et «i/3 et l’on a la relation 
bien connue 

3 

(i3) = S/A, 

1 

exprimant que les vecteurs 1 ', 2 ' et 3 ' sont orthogonaux et égaux à 
l’unité. 
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Quand on passe du système de référence primé au système de réfé- 
rence non primé, les composantes du potentiel vecteur se transforment 
suivant la formule 

3 

(i4) (/ = i,2, S), 

1 

tandis que le potentiel scalaire V, composante de temps du quadrivec- 
lour potentiel, reste immuable. 



On< 


(i5) [A;(k'), A,(k)|=: A/.(k)] 

1 i 

, 


H- 


Or 


ô(k'-^k). 


(«<>) --- ^ Oii ~ xyiOtyf. 

1 1 

Donc 


« 

Mais de A ® = ik|= -h A' J, ou tire 
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et comme 

(19) aswas '/ 1 lLi-= «37 I k { «37 ! k I = 

il vient 

(■i„, |A;(k-), \,(k))= 

On trouve tle même 

3 

rji) I a; ( k'), V(k >1 = V v;. (k'), V(k)l 

I 

— a-/,- i k I k — k') = 7 -^ — k'). 

Enfin il est évident que [V*(k'), V(k)| ne change pas par suite du 
changement d’axes. 

Finalement, on a donc dans un sj^stéine d’axes rectangulaires 
quelconques 

1 a; (k- f k) I = - ^ («„• + J, k - k' ) (,-,y = , , 3 ), 

avec i, j ~~ >, 2 , 3. Telles sont les relations fondamentales de commu- 
tation entre les composantes du quadrivecteur potentiel pour les ondes 
planes monochromatiques en Mécanique ondulatoire du photon (et plus 
généralement pour la particule de spin i). 

3. Autres relations de commutation entre grandeurs électroma- 
gnétiques. — En partant des relations de commutation 
facile de former les relations analogues entre une composante de 
potentiel et une composante de champ ou entre deux composantes de 
champ. En vertu des relations qui lient les champs aux potentiels, les 
amplitudes spectrales E(k) et H(k) s’expriment linéairement en 
fonction des amplitudes spectrales A(k) et V(k), les coefficients de 
proportionnalité étant les quantités k et ki. 

Prenons comme exemple les relations de commutation entre les 
composantes de A(k) et celles ^e E(k), relations qui ont une forme 
très simple. Pour une onde plane, nous avons 

l àj^ 

c ât àXf 



( 23 ) 


ikKj 4 ikj\. 



10 


CHAPITRE Vlll. 


in combinnnl les relations de commutation (22), on Irouvo aisément 

hc 

24) lA;(k'), K;(k)]-~ ^^S,yB(k- k'i, 

’elallon qui nous servira. 


4 . Invariance relativiste des relations de commutation (22). — Il est ^ 
îsscnllel de démontrer que les relations de commutation (22) sont 
nvarinnles pour une Iransformalion de Lorentz. Pour cela, nous nous 
ippuierons sur deux théorèmes préliminaires. 

a. La quantité — est un invariant relativiste. Kn efrel, 

et A étant les composantes d’un vecteur d’espace-temps, le 
nimérateur et le dénominateur de Teipression considérée sont inva- 
•ianls pour une simple rotation des axes d’espace : il suffit donc de 
lérnontrer que celte expression est invariante pour une transformation 
impie de Lorentz comportant seulement un mouvement relatif le loiif,^ 
le l’axe 0 ;;. Or, pour une telle transformation, on a 


2")) 


A.Vnr:/,, 


A'r 


v/rqpi’ 



)ù(3r= ^ est le }>arauièlre classique de la transformation de Lorentz. 
In calcule aisément la valeur du déterminant Jacohien 


a;, K) I k~\A, k' 
k,)~ 'k 

i’où, par un théorème bien connu de Jacobi, l’on lire 
27 ) f/k' = J ({k. 


ni 

28) 


</k' _ 

"F " A ’ 


îe qui dépiontre le théorème. 


b. La quantité A 6(k k')~ A < 5 (A'x — A*'^) 5 (Ay — k\) è{kz — k\ ) est 

m invariant relativiste. 

En elTel, d’après les propriétés d^la fonction singulière de Dirac, 


'intégrale jjl ô(k — k')rfk est égale à l’unité dans ipus les systèmes 
le référence. Or, celte intégrale peut s’écrire Ijj Aro(k — k ) - j • Le 
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second facteur sous le signe somme est invariant diaprés le premier 
théorème : il faut donc que le second le soit aussi, ce qui démontre le 
second ihéorèine. ^ 

Du théorème a, nous pouvons déduire le corollaire suivant : Si \i, 
A.J, An, A* sont les quatre composantes d*un vecteur di* espace^emps 
telles que Von ait 

A,(r, t) - jjj (/ = i, îî, 3 , /,), 

les expressions A'A,(k) se transforment comme les composantes d'un 
vecteur d'espace-temps. Pour le voir, il suffit de multiplier et do 
diviser par A l’expression figurant sous le signe somme dans (29)- 
Écrivons maintenant sous une forme plus condensée les relations de 
commiilalion (22) entre les potentiels en nous servant des notations 
d’Univers, c’est-à-dire des coordonnées :ri, x^^ ^4 ■=^ict. Le quadri- 

vecteur potentiel d’Univers et le quadrivecteur de propagation ont 
respectivement pour composantes : 

r Al - A c, A, z:. A, , A3 = A,, A,v /V, 

/.,= A,., t,= h, = 


Les relations de commutation (22) peuvent alors s’écrirent sous la 
forme condensée 

CJi) (A<,<iAr(k(>r), AV'A,(A»I)1= '■ kl’'), 


OÙ i et J peuvent avoir les valeurs i, 2, 3 , 4. 

Eflfectuons maintenant une transformation quelconque de Lorentz. 
Dans l’Univers de Minkowski, cette transformation se traduit sim- 
plement par une rotation d’ensemble des axes, c’est-à-dire par 
une transformation orthogonale telle que les composantes de tout 
quadrivecteur F dans le second système de référence soient liées à ses 
composantes dans le premier système par les relations 

4 

(V/) = (/ = !,■<, î, 4), 

1 ' 

les 0,7 satisfaisant à la relation cliftsique 


( 33 ) 


= 5 /»,, 
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Kn verlu dci théorème a et de son corollaire, les deux termes du 
commutateur ( 3 i) se transforment comme des composantes de vecteur 
et nous avons 

« 4 


Si donc nous admettons la validité de ( 3 i) dans le premier système 
de référence, nous trouverons 


(35) 


(A'/i)Ar(k'(i)), A?’A;„(k'(‘^))l 
. r 1 , 


hr 

4 7C / 

0 

0 


H ) 

k< 

hr 

A/' 


>1 


4 7 : i 

S/m -4- 

Aii 

- k^-^ d( 

k'i2' , 


la dernière égalité étant obtenue à l’aide du théorème b. 

Nous voyons alors que les relations de commutation onl la même 
forme dans le second système (jue dans le premier, ce qui démontre 
l’invariance de ces relations pour une transformation de Lorentz. 


5 . Relations de commutation « locales » entre les grandeurs électro- 
magnétiques. — Les relations de commutation envisagées jusqu’ici 
sont des relations de commutation spectrales en ce sens qu’elhîs 
portent sur des coefficients de développement de Fourier. On peut 
aisément en déduire des relations de commutation locales entre les 
grandeurs électromagnétiques relatives aux divers points de l’espace. 
Ces grandeurs se trouvent, en effet, transformées en opérateurs de 
Fespace des n, fonctions du lieu et du temps considérés, et l’on peut 
rechercher si ces opérateurs commutent ou non. 

Pour donner un exemple de ces relations de commutation locales, 
partons de la formule 

(*6) |A;(k'), Vtk^l= ^^8(k- k') 


et utilisons les développements de Fourier de la (orme (29). 11 vient 

( 37 ) 'rA,*(r, t), V(r, 01= y rfk'yrfklAiVk'), 

4^ 8 îtV ^ , 

= Oc|r— r’) ^ 

itcikl àx, J '*• 
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Nous savons (‘) que la dernière intégrale vaut 87r'^(r — ce qui 
nous donne 


(38) 


I A;(r'), ViDl = 


ho f) ,, 
T — 7 -7 — o(r 


r') 




la variable t que nous sous-entendons ayant même valeur dans A* et 
dans V. 

On trouve des formules analogues pour les autres composâmes de 
potentiel. Sans nous attacher à les écrire, passons aux relations de 
commutation entre les composantes de A et celles de E. ’ 

Nous avons 


(Jo) I A,-(r' i, ICjfnl ^ ^’-/k| \; i k' ),!•:,( k ) | l«-lkr-k'r'i] . 

/ </k = - — ô,, Si r- r' I. 

Ici se préstuite dans la théorie habituelle (où Ton se place implicitement 
dons le cas limite /jlo -- o) nue très grave difficulté. En clfel, si nous 

appliquons à la relation (dq) ^opération V noné> obtenons 


( 4o) 


I a; ( r'), divEi r>| - — 


ho 


<) ^ 

- - o(r 

I Oxi 


- r’ 1. 


Or, avec les équations classiques de Maxwell, celte relation est inad- 
missible, car, divE étant partout nulle dans le vide, le premier membre 
de (4o) est nul, tandis que le second ne l’est pas. 

Nous verrons comment la théorie qiianlique des champs s’eflorre de 
lever celte difficulté en changeant le sens de la relation divE™ o, mais 
le moyen qu’elle emploie et qui nous paraît artificiel est tout à fait 
inutile en Mécanique ondulatoire du photon si l’on admet po /- 
effet, les relations (38) et (4o) nous donnent 

l 4 i) [A;(r'). (livE(r)]= Â5fA;(r'), V(r)|, 

et celte relation est bien vérifiée en Mécanique ondulatoire du photon, 
puisque l’on a non pas divE -o, mais divE /foV. C’est donc 
parce qu’elle pose brutalement po=o que la théorie quantique des 
champs usuelle se heurte ici à une difficulté. Celle-ci est évitée par la 
Mécanique ondulatoire du photon en posant o et cela si petite que 


(*) Voir Chapitre I, formule (i4). 


LOUIS DE BROOLie. 
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soit la masse propre du photon. Il est curieux de constater qu’il y £ 
ici une discontinuité, la difficulté en question apparaissant brusquemeni 
quand on pose P(, -- o. 

[Vous donnerons enfin les relations de commutation locale entre les 
confposanles de H et de B. Si A , l est une certaine permutation paire 
des indices i , d, on a 


(/} 2 ) 


Si- 


àxf 


De (dy), on tire alors 
(4D |H;(r), Ey(r)| 


hc I 
4 Z / \ 






àxk 




(r - 


relation classique en théorie quanlique des champs. 
Notons enfin la relation facile à vérifier 


(44) 


fV(r'), n/(r)l = o. 


b. Relations dHneertitude pour les champs électromagnétiques. — 
M. lleiscnberg a montré, il y a longtemps déjà, comment l’oxistenci 
des pholons conduit a admettre que les champs électromagnétique: 
observables à grande échelle ne sont pas des grandeurs mesurables avei 
précision en un point de l’espace. De là, on peut conclure que le; 
grandeurs électromagnétiques doivent, en théorie quantique, êtn 
soumises à des relations de commiilalioii. 

Considérons avec M. Heisenberg un petit volume ée de l'espace 
physique que, pour préciser, nous imaginerons être un cube d’arêtes ô/ 
de sorte que ôe = (é/)^ Supposons que ce volume soit parcouru pai 
une onde électromagnétique de longueur d’onde X et que l’on cherche t 
mesurer le champ électrique et le champ magnétique de cette onde i 
l’intérieur deàv grâce à un dispositif occupant ôe et indiquant la valeui 
moyenne de ces grandeurs dans ée. Pour que ces valeurs moyenne; 
puissent être différentes de ïéro, il faut avoir X <5/. D’après la théorie 
électromagnétique, l’énergie et la quantité de mouvement du rayonne 
ment contenu dans àç seront données par les formules 

(45) p(\V)Si. = plG) 8» = ^[E H] Sk- 

% 

Si l’on diminue ôe, on peut rendre ces quantités aussi petites qui 
l’on veut et l’on arrive ainsi à une contradiction avec l’idée que h 

radiation de fréquence v = y est formée de photons d’énergie Av™ ~ 
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et de quantité de mouvement C’est en somme là la contradiction qui 

oppose les conceptions classiques de la Physique du champ a celles de 
la Physique corpusculaire. 

Pour une valeur donnée de o/, la plus haute fréquence dont les 
champs sont observables est de l’ordre de v=: puisque l doit être 

supérieur à ol; d’où pour le plus grand quarilum correspondant la 
valeur Av = Si l’on veut pouvoir considérer les valeurs moyennes 

fournies par les formules de Maxwell sans se trouver en contradiction 
avec la struclurc corpusculaire de la luinit;re, il faut donc que les 

expressions (4o) soient all'ectécs d’incerliludes au moins égales à et 

à respectivement. Ceci signifie que les champs E et H (qui sont ici 

les champs observables à l’échelle microscopique), ne peuvent, tout 
comme les quantités canoniquement conjuguées p et q en Mécanique 
ondulatoire ordinaire, être mesurées simultanément qu’avec des incer- 
titudes AE et AH toiles que , 

A,o(\V)8i'= (.^[^(EAE)-t-(HAH)+ 

A?(0) ôi'= -';'{[EAH1-4-1AEHK(AEAH]| . 



Ces inégalités doivent rester exactes quand E et H tendent vers zéro, 
puisque la structure quanlique du rayonnement subsiste, même pour 
une intensité très faible. Les termes indépendants de E et de H doivent 
donc suffire pour assurer les inégalités (36), ce qui donne en parlant 
de la deuxième inégalité 


Um) 


AE^AH, . 


hc 
' Ô/ÔC 


hc 

W’' 


ou a fortiori, 

(4«) AErAH, 

^ ' ÙVK Iv 


et deux autres inégalités obtenues par permutation circulaire. Ces 
relations constituent les relations d’incertitude d’Heisenberg pour les 
champs électromagnétiques. # 

Si les inégalités (48) sont satisfaites, non seulement la seconde iné- 
galité (46)î aussi la première se trouvent vérifiées. C’est ce dont 
on se rendra compte aisément. 
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Conforménienl aux idées générales de la Mécanique quantique, les 
relations d’incertitude (48) pour les champs nous conduisent à dire 
que la composante du champ électrique dans une certaine direction 
et une composante du champ magnétique au même point dans une 
direction perpendiculaire ne sont pas simultanément mesurables avec 
précision et doivent correspondre à des opérateurs qui ne commutent 
pas. Nous pouvons préciser davantage, car on sait (^) que les relations 
d’incertitude 

(49) 


dérivent des relations de commutation 


(f,o) 




h 

pq )oi. = 

*r,i 


Aux relations d’incerlilude (48) pour les composantes de champs, nous 
pouvons donc nous allendre à voir correspondre la relation de commu- 
tation 

(5t)' 1(E,W, (II,)„p]= 

à laquelle on adjoindra naturellement celles qui s’en déduisent par 
permutation circulaire sur r, 

Nous allons voir maintenant que les relations de commutation 
obtenues aux paragraphes précédents conduisent bien à retrouver (oi). 


7. Passage des relations de commutation pour les champs microsco- 
piques à celles valables pour les champs macroscopiques. — Les consi- 
dérations du paragraphe précédent dues à M. Heisenberg portent sur 
les champs observables à l’échelle macroscopique, champs qui sont 
nécessairement des grandeurs réelles. Or, nous avons antérieurement 
défini des champs macroscopiques complexes E et H et nous avons 
admis que les champs macroscopiques réels devaient s’en déduire par 
les relations 

(52) EM = E -4- E*, 

Reprenons le raisonnement d'ileisenberg en considérant une onde 
plane monochromatique de propegationkqui traverse un petit volume 
de l’espace dont les dimensions sont très petites pai* rapport à la longueur 


(‘) Foi>, par exemple, Théorie générale des particules à spin^ p. 3o. 
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d'onde X de l’onde. Partons de la formule démontrée précédemment 

(53) [A;{r'). I•;,(r')|= - S(r'-r'V 

dans laquelle les rayons vecteurs r' et r" repéreront les positions 
et M" de deux points intérieurs à dw Par hypothèse, le volume est 
occupé par un dispositif de mesure dont les indications fournissent les 
valeurs moyennes des champs dans ov. En intéjjrant les formules 
précédentes dans «5e sur r' et r" et en divisant ensuite par (oe)-^, on a 

(54) [■.jT vrCrV/r, 

= I f dr''o{r' 

Mais on a 

( 55 ) j (/r j dt” o< r'— r" ) = / dt = ôt’ 

et, puisque Ton suppose la lon;;ueur d’onde beaucoup plus grande que 
les dimensions de oe, on aura 

r repérant la position d’un certain point pris dans ôc et les grandeurs 
entre crochets désignant désormais des valeurs moyennes dans «5e. 

Choisissons maintenant Taxe des g dans la direction du vecteur k et 
plaçons-nous dans le cas limite Maxwellien où lonafAo^o, /r~|k|. 
Écrivons la formule (56) en y faisant par exemple / — i . Il vient 

( 57 ) ' 

Or, on a alors 

(58) 11, = -/AA,:; ii; = m-a:.. 

Il vient donc 

„ , . khe I /tv 

(59) [H;(r),E,(r)l=-^ 

La relation obtenue s’applique aux champs microscopiques complexes. 
Si nous passons aux champs macroscopiques réels grâce à la correspon- 
dance (52), nous trouvons • 

(60) [Eÿ->(r). (r)] = [E.c(r)-4- E*(r), Hj.(r)-f- H;.(r)] 
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Gomme nous l’avons rappelé à la fin du dernier paragraphe, la 
relation de commutation (6o) conduit pour les champs macroscopiques 
réels à la relation d’incertitude (4^)* On retrouve donc bien ainsi les 
relations, de M. Heisenberg. 

8. Introduction des fonctions D et A de MM. Pauli et Heisenberg ('). 
- Nous allons donner aux relations de commutation des grandeurs 
dectromagnétiqiKîs réelles une forme qui met bien en évidence le carac- 
tère invariant de ces relations, grâce à l’introduction de fonction D et A 
jouant dans l’espace-temps un rôle analogue à celui que joue dans 
l’espace la fonction singulière â(r) de M. Dirac. 

Pour faire nos raisonnements, nous admettrons : i" que la correspon- 
fiance entre les grandeurs électromagnétiques complexes et réelles est 
donnée par les formules du type (vOa); 2 “ que les grandeurs électroma- 
gnétiques peuvent être représentées par des développements de Fourier 
où figurent seulement les ondes planes a énergie positive. Ces livpo- 
thcscs feront biimtôt l’objet d’une étude approfondie. 

Considérons deux points et P.j de l’espace-temps. Soient et t .2 
leurs coordonnées de temps dans un certain sjstème de référence 
Galiléen; z^^ symbolisées par /a, ^2 symbolisées par r 2 

sont leurs Coordonnées d’espace dans ce système. Nous posons 

[61) r = rs- Ft, /—ir-i- ni 

et nous cherchons la valeur du commutateur 

[(n) Ap(n,f,)] 

= [ Ai(ri. A, -(ri, ^i), A/(rî, ti)-+- A*(r2, 

Conformément a l’hypothèse 2 ®, nous allons représenter les potentiels 
complexes par des développements de Fourier suivant les ondes planes 
à énergie positive sous la forme 

m AtiTu f 

La règle de commutation (3i) pour les amplitudes spectrales des poten- 
tiels peut s’écrire 

(64) [\r(k,), AAk.)]=- 8(k,-k,), 


(’) Dans üm nouvelle théorie de la Lumière., tome II, àt la fin, nous avons introduit 
les fonctions D et à. Malheureusement notre rédaction est incorrecte, parce que nous 
ivona raisonné sur les grandeurs complexes et non sur les grandeurs réelles. 
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tl^où l’on tire 

I A/(k,). A;(k,')l= I A;^kî., A,(k,)|= -[A;(k,), A/(k,^J, 

la dernière égalité venant de la symétrie en / et y de la formule (64 ). 
l*our passer de (64) à (65), il (aul bien se souvenir que A.,- et A* sont 
des opérateurs distincts et ne sont pas des quantités complexes conju- 
guées : si l on oubliait ce point essentiel, on serait amené, puisque le 
second membre de (64) est*réel, à prendre le signe -h au lieu du 
signe — - au second membre de (65), ce qui serait erroné. 

Gomme les A commutent entre eux cl que les A* contmulent entre 
eux, on trouve 


(t)6) [A!''(ri. A;''(r„ /,)! 


^ \ ^ ki () I J ) Hz-' 

//kl > — k, r,) ^>( ki — kg ) 


[/■' 


k> 

' - kr) 

//k J conj. 


cou I . 


Dans la dernière Ibrmule, nous avons écrit A au lieu de /r^, l’indice 
devenant inutile. Posons 


(é;) 


J h r. 


0 = 



(irt-krj 

_ 


conj. 


avec , k |2-h 4,*;. 


Il vient 

(08) |Ai''(r.,^.), A}'Hr=,0)J-. 


tP 


A'J (Jxi ôx 




Celle formule met bien en évidence l’invariance relativiste des relations 
de commutation entre potentiels, parce que D(r, l) est un invariant 
d’espace-lemps. L’invariance de D résulte, en effet, de sa définition (67) 

dk. 

et de l’invariance du quotient précédemment démontrée. 

Si, au lieu de partir de la relation de commutation entre potentiels, 
nous étions partis de la relation (2^, le même raisonnement nous eût 
conduit à la formule 

[AW(r.,M,Enr.,M]=^.S,4i^n(r,0. 


(û9) 
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Or, d’après ((>y), on a 


. . 1 àD I 

(/k — eonj. j , 

et par suite 


(y§), 

^ f dk 

U 


* 

et d’après la formule (i4) du 

Chapitre 1 , 


4 zS(r)-- 4 -o(r, r,) (D- 

Donc, en faisant dans (bq) 

^ = l’on obtient 


(73) I T), t ij = ô(r. 2 -- ri i. 


Celte formule corroipoiicl à la formule (* 3 (i) donnant la commutation 
locale des grandeurs complexes A* et E, prises en des points dilférenls 
de l’espace au même instant. I.es formules (^.S) et ( 3 ()) difierenl 
cependant par un facteur 2 au second membre, cela provient de la 
subtilution des grandeurs macroscopiques réelles aux grandeurs micro- 
scopiques complexes. 

Les formules précédentes sont générales et applicables à toute' 
particule de spin 1 telle que le méson. Si l’on admet que la masse est 
nulle ou négligeable (ce qui est possible pour le photon), on a A' ~ | k | 
et la fonction D(r, t) prend une forme particulière introduite par 
MM. Jordan, Pauli et Ileisenberg en théorie des champs. Nous dési- 
gnerons cette forme dégénérée de D par A(r, /). D’après (67), on a 

(74) l(r, f) ^ J f(k conj. b 

avec k = |k |. 

Calculons l’intégrale qui ligure dans (74)* Eïi désignant par 0 l’angle 
des vecteurs k et p, elle s’écrit 

' djkl 2-lkl2 sinea— ^ 

0 ‘^0 ^ ^ 


<*) Les dérivées ^pour i = 1, a, 3 sont nulles, ainsi que toutes les dérivées 

secondes de D pour t - 0, 



APPLICATION DE LA SECONDE QUANTIFICATION A LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE. I2I 
Ed intégrant d’abord sur 0, il vient 

(76) jT rf| k I 


et puisque nous admettons h -- | k |, 


(77) 




ik{rl-hr) „ 




r k \^ L •+* '■ <'f " J 


Portons cette valeur de l’intégrale dans (7I), nous trouvons 

(7«) A( r, M = lim ' f ^ .,::j 1 ■ 

5:(r/ H- r) r.(rf — r) J 

Or on a 

V I- ^inA.r 

( 79) Inn — o( X ), 


comme cela résulte de la première formule (i/|) du (Chapitre 1 . Donc 
enfin 


(80) 


Ai r, M - 


rf 


r ) — 5( r/ — r ) 


Telle est la fonction singulière généralisant celle de Dirac dans l’espace- 
teinps qui a été introduite par MM. Jordan, Pauli et Heisenl)erg en 
théorie quanlique des champs. 

9 . Propriétés diverses des fonctions D et A. Interprétation des 
relations de commutation obtenues. — La fonction D(r, t) définie 
par (67), est une fonction paire de r, mais une fonclion impaire de L 
comme on le voit aisément en changeant t en — t et k en — k dans {O7). 
On a donc 

(81) D(r, — ^) = — D(r, O» l)(r,o)==o. 

On a naturellement aussi A(r, o) = o, comme on peut d’ailleurs le 
vérifier sur l’expression (80). 

La 'fonction A n’esl dilférente de zéro que sur le cAne de lumière 
relatif au point T—t = o de Fespace-iemps. Elle correspond à des 
actions qui se propagent avec la vitesse de la lumière. Elle satisfait 
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d’ailleurs à Téqualion QA^o, ce qui se voit tout de suite sur la 
délinition (74)- 

Au contraire, la fonction D(r, t) correspondant au cas général où k^^ 
n’est pas nul, satisfait à l’équalion 

(82) □b-hÂ-*I> = 0. 

il y a donc un phénomène de traînage dans la propagation de D, seul 
le front des ondes se propage avec la vitesse c, le reste de Tonde 
s’éparpillant à l’arrière de ce front. Il en résulte que D(r, t) n’est nulle 
qu’à V extérieur du cône de lumière relatif au point d’espace-temps 
et a, en général, une valeur différente de zéro, à l’intérieur 
de ce cône. 

On peut voir que T)(r, t) est bien nulle à l’extérieur du cône de 
lumière relalil à l’origine par le raisonnement suivant. Nous savons 
que D(r, o) — 0; or tout point de Tespace-temps qui se trouve en 
dehors du double cône de lumière relatif à l’événement origine peut être 
rendu simultané de cet événement origine par une transformation 
convenable d(; fiOrcntz, transformation qui ne modifiera pas la 
fonction I), puisque celle-ci est un invariant relativiste, il en résulte 
que D doit être nulle pour tout point extérieur au dit cône de lumière. 

Ces diverses remarques pennellenl d’interpréter physiquement le 
sens des relations de commutation des potentiels et des champs. Ces 
relations coutenanl au second membre la fonction D (ou ses dérivées), 
les commutateurs des premiers membres ne peuvent être dilTérents de 
zéro que si les grandeurs électromagnétiques se rapportent à des points 
d’espace-temps r^ tx et tels que D(ri — r», - h) (ou ses dérivées) 

soit différente de zéro. Il en résulte que ces commbtateurs sont néces- 
Sfiirement nuis si l’un des points en question est en dehors du cône de 
lumière de l’autre. En ce cas. les deux grandeurs électromagnétiques 
sont en principe toutes deux mesurables exactement. Physiquement, ce 
résultat signifie que deux grandeurs électromagnétiques sont nécessai- 
rement toutes deux mesurables exactement si les points d’cspace-temps 
auxquels elles se rapportent sont sans influence possible l’un sur Taulre, 
énoncé dont l’exactitude est évidente a priori. 

Dans le cas où Ton néglige A J et oi| A remplace D dans les formules, 
on voit que deux grandeurs électromagnétiques seront toujours simul- 
tanément connaissables si elles se rapportent à des points d’espace-temps 
qui ne sont pas en onde l’un avec Taulre, c’est-à-dire qui ne sont pas 
sur un même cône de lumière : ce résultat, lui ausssi, est nécessaire 
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a priori^ car la mesure effectuée en T\ au temps ne peut alors troubler 
la mesure effectuée en Ta au temps que si | ri — Ta | =: c(^i — ^j). 

La façon dont les relations de commutation des champs traduivsent 
l’impossibilité dans certains cas de mesurer ces grandeurs en des lieux 
et des temps dilfércnts a été analysée de près par MM. Bohr et 
Rosenfeld. On trouvera un aperçu de ces intéressantes considérations 
dans le livre de M. Heitl<?r[(>tta/i/wm iheor v of radiation (p. ^oelsuiv.)]. 



CHAPITRE IX. 

LA MÉCANIQUE ONDULATOIHE DU PllOTON 
ET LA THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ÉLECTROMAGNÉTIQUES. 


1 . Définition des grandeurs électromagnétiques comme valeurs 
moyennes dans l’espace des n. -- (^considérons une grandeur éleciro- 
inagnélique définie par la Mécanique ondulatoire du photon, par 
exemple Punc des composantes du potenticd-vecteur A,. Nous pouvons 
la développer suivant le procédé de Fourier en une somme d’ondes 
planes monochromatiques de la forme 

(i) A,(.r, /) — 

/ 

(Il étant un coefficient de normalisation des ondes planes. La seconde 
quantification transforme les ct et par suite les A, en opérateurs de 
l’espace des n. Gomme nous l’avons précédemment expliqué, on est 
alors amené à définir la grandeur physique A, comme moyenne prise 
dans l’espace des n suivant le schéma 

(y) A/(r, f)n 

n ni 

Nous avons vu que la fonction de répartition R obéit à l’équation 
d’évolution 

a 

Mais, pour le photo» dans le vide, il n’y a ni interaction mutuelle, 
ni action extérieure, de sorte que est nul et que R est indépendant 
du temps. La fonôtion de répartition ainsi définie’ est donc la forme 
R(/ti, «î, . . .) et est indépendante du temps. Il est alors visible 
que A,(r, t) varie en fonction des variables d’espace et de temps 
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exaclemenl comme A,( r, t) : les grandeurs électroma<>iiétiques, délmies 
comme valeurs moyennes dans l’espace des /?-, satisfont donc à loules 
les équations maxwelliennes. 

On peut se placer à un autre point de vue pour définir les valeurs 
moyennes dans l’espace des n. D’après une remarque faile à la fin du 
paragraphe 5 du Chapitre Vil, nous pouvons ainsi définir la fonction H 
comme solution de l’équation 

>i 

Pour le photon dans le vide, on aura 11/^’ hv,d,j et par suite 

" i i 

d'où 

*// 

'fi) K(//,,//o, .. ./) — r J J 

/ia, . . .) étant la fonction <le répartition telle qu’elle avait été 
définie plus haut. La définition ( 2 ) s’écrira maintenant 

17) A^(r, t) • • •; Ai''r, O . • •)• 


Montrons que cette expression est équivalente à 

(8) , A,(r, o)R(/?), //g, () 

//., )e 

n 

Bi(wi, n^, . . ,)e 


ÏTJ VI 


tniyr} 


En ellet, l’opérateur c/ commutant ayet^ tous les n/, slauf w/, la dernière 
expression est égale à 

n / 



126 


CHAPITRE IX. 


soit, encore d’après les propriétés de l’opérateur c/ à 

Ao) « 2 , ...) 

n l 

^ A./(r, /) . . . ), 


de sorte que l’équivalence annoncée est démontrée. 

Ainsi, l’on peut définir une grandeur électromagnétique F comniÉ 
valeur moyenne dans l’espace des n de deux manières équivalentes : 
en prenant la valeur moyenne de l’opérateur dépendant du temps 

F(r, f) avec emploi de la fonction de réparlitior 

/ 

indépendante du temps ll(/ii, n-j, . . .); 2 '* en prenant la valeur moyenne 

de l’opérateur indépendant du temps F(r) avec emploi 

/ 

do la fonction de l'épar.tition dépendante du temps 
n(ni, /I 2 n = Ui(ni, «2, • ’ 


On a donc, d’après ce qui précède, 


(n) 


K(r, t) - h 


V{r)e>' 


Les définitions [n) et (8) sont équivalentes. La première est celle qu 
SC présente le plus naturellement en Mécanique ondulatoire du photon 
tandis que la seconde est celle qui est usuellement utilisée en théorie 
quantique des champs. 

La dérivée F (r, t) est donnée par la formule générale 


( 12 ) 


dt âl 


2“/ 

T“ 




Comme ici l’intégration est faite dans l’espace des n (et non sur 
la dérivée ^ reste fonction àQoiyz, Si l’on emploie la première défînitior 
de F, on doit poser = o et par suite 


<■•' 


2 t: hiciat r] R, ( /t| , ...). 
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Avec la deuxi^ défiiiilion, ^ = y et l’on a 

■ -¥2»; )/"'? 


? '■ 


- ' i \ 

\ 


de sorte qu’on trouve bien la même valeur (i3). 

11 est facile de voir que nos dêlînilions font correspondre la grandeui* 
électromagnétique F à Vabsorptlon d’un photon et la grandeur F* 
à Vémission d’un photon, point de vue que nous retrouverons dans 
l’étude des interactions entre matière et rayonnement. En eiîet, si 
l’on pose 

(i5) 

i 

ou aura 

(IC) •■.«/, kflHif» 

n l 

— ^ /ît. . . , /J/, . . .)^ Ri(«j, . . in^ 1, . . . ). 

n I 

Cette formule montre bien que la composante d’ordre l de F correspond 
au passage d’une répartition ou il y a ni-\~ i photons dans l’état k/ à 
une répartition où il n’y a plus que ni pholons dans cet état. 

De même 


(* 7 ) ■‘'’IHiC'ii, •••, ni, ...) 

n l 

n / 

ce qui montre que la composante /Ide^F* correspond au passage d’une 
répartition où il y a «/— i photons, dans l’étal k; à une répartition où 
il y a rt/ photons dans cet étal. Comme l’exponentielle à exposant 
négatif de (*7) représente un état à énergie négative du photon, nous 
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voyons que les étals à éne^j^ fegalive ibnt liés, | | | u processus d 
rémission tandis que les états à^n^TjIji^posilive^jTO^spondent a 
-processus de Pabsorplioii, remarque que''‘m)us aurqj^s à apprt ^ j p dir. 

Développement ^ w 

des champs. — Comment devons-nous écrire Iti* déveloiements d 
Fourier et quel sens devons-nous leur attribuer ?ïP 6 ur répondre à cell 
question délicate, nous pouvons adopter deux poîhts de <y|i|férent: 
Le premier qui coïncide (à quelques détails de formalisme pfSP) avec 1 
forme usuelle de la théorie quantique des champs, ffe’fi^rer dans 1 ( 
développements de Fourier les ondes à énergie négative, mais n’introdu 
pas l’état d’annihilation. Le second point de vue, qui eSt propre à 1 
Mécanique ondulatoire du photon, ne retient dans les dévcloppemen 
de Fourier que les ondes à énergie positive, mais elle fait interven 
l’état d’annihilation. Nous allons étudier successivement ces deuxpoin 
de vue pour en faire la comparaison. 

Commençons pour exposer le premier point de vue. 

Dans celte méthode, on représente toutes les grandeurs liées à un 
particule de spin i par des développements de Fourier contenant no 
seulement toutes les ondes planes à énergie positive, mais aussi toute 
les ondes planes à énergie négative. On utilise donc des développemeni 
de la forme 

1 ' — 2 Cjj. ^ 

k k 

F* =2 -^2 "'k«k f 

k k 

avec 

(19) A =. -h V^l k P “h A'ij, 

ko étant supposé nul dans le cas du photon. 

Dans ( 18 ), les termes de lu première somme représentent des onde 

planes à énergie positive ^ayanlune quantité de mouvement^î tand 
que les termes de seconde somme représentent des ondes plane 
à énergie négative — ^ ayaiat Kne quantité de mouvement — ~ 

Les ak sont des coefficients de normalisation. ’^Quant aux Ck et d\ 
ce sont des opérateurs de l’espace des n dont la signification va varie 
suivant qu’on a affaire à une particule de spin i susceptible de deux éta 
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de charge de ^gne cozi^||||||ÿu à une particule nnn chargée. 

Illi^ule de spin i possèc||iilp deux états de charge 


Nous avons distin|||^^eik cas 

a. 

opposéèTJ^ 

ons qui portent lantôlia charge e de Fëleclron 

’ge — ^ de l’électron négatif, 
développements de Fourier (i 8 ), la question qui se 
pose SIKè|^^e savoir comment on doit interpréter les termes à énergie 
négative jpWlHeconde somme, étant donné qu’il ne paraît pas exister 
réellement d’états à énergie négative dans la nature. La théorie 
quantique des champs adopte pour ces termes l’interprétation suivante : 
tandis que chaque terme à énergie positive représente une particule 

chargée positivement d’énergie positive et <le quantité de 

mouvement l’onde d’énergie négative — et de (juantité do 

k A. 

mouvement — devrait être interprétée comme représentant une 
particule chargée négativement^ possédant l’énergie positive 
la quantité de mouvement^* Ainsi, il n’j aurait plus, conformément 


khe 


à l’expérience, que des particules à énergie positive, les ondes à 
énergie négative n’étant qu’une représentation symbolique de particules 
à énergie positive dont la charge électrique serait égale et opposée de 
celle des particules que représentent les ondes à énergie positive. 

Selon cette ingénieuse interprétation, la quantité = CkCk donnera 

khe 

le nombre des particules chargées positivement ayant l’énergie et la 
\ih 

quantité de mouvement—» tandis que le nombre — donnera 

le nombre des particules chargées négativement ayant la même énergie 
et la même impulsion. 

On posera donc 



1 ft 





r.: . , '^"k 

(20; 

Ck=e 

V"k' ^k-y^'k^ ’ 

1 

__ f) 


il 

HT, 

/ /- ànZ 

y/n§, 0 ''k===v'*k^ 

d’où résulte 



(21) 

C^Ck— 

= — f; '^k^k“"^k‘^k"^ — 
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I Jo 

h. Cas d'une particule de spi^gélectriquemeni neut^. 

C'est le cas des mésons neutres et des pho,l^ns. * 

Ici, r interpréta lion préçédente des termèl à énergie négative i|f^st plus 
possible, puisqu’il n’y a plus lieu de distingue#^ deux éla^ Éé charge 
électrique pour la particule. S’appuyant sur des idées que noujs avons 
exposées à la lin du paragraphe 2 d«i Chapitre II, la théorie àquantique 
des champs admet que la grandeur F pour une particule neutre doit 
être réelle, c'estmà-din* que l’on doit avoir ici 

('A2) 'k^^k’ 

de sorte que 

(•/t) !•' = = + |. 

k 

On juslilio riiypolhèse (22) en montrant que le calcul de la charge 
électrique totale du champ considéré se trouve alors toujours nulle, 
nous le vérifierons plus loin. Cette valeur nulle de la charge se trouve 
obtenue par une compensation de charges opposées, les particules 
neutres apparaissent ainsi comme des sortes de racémirjues^ neutres 
par compensation. Nous verrons cependant qu’on peut, avec la Méca- 
nique ondulatoire du photon, se placer à un point de vue difi'érent. 


3. Conséquences des définitions adoptées au paragraphe précédent. — 
Adoptant les délinitious et hypothèses (jui ^ iennenl d’être précisées, nous 
calculerons la valeur que la théorie quantique des champs est amenée à 
attribuer à certaines grandeurs importantes liées à la particule de spin i. 


a. Cas des particules chargées. — Calculons d'abord l’énergie du 
champ, c’est-à-dire de l’ensemble des particules, par la formule 


(34) W = 




Cette intégrale se réduit à la somme de celles qui se rapportent aux 
divers vecteurs k considérés isolément, car les termes provenant de la 
combinaison de deux vecteurs k diiïérenls disparaissent par intégration* 
Pour les grandeurs normées relatives à un vecteur k donné, on trouve, 
d’après (18), 
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«k étant un vecteur unité définissant ia direction du •potentiel-vecteur 
et Pk étant le facteur de phase 

En portant (20) dans (24), on trouve pour les termes se rapportant 
au vecteur k, compte tenu du fait que les termes en PJ et l^k’^ donnent 
zéro par intégration, la valeur 




W = 


khe 


hhr , 


Pour obtenir la dernière expn*ssion, on a fail intervenir les rela- 
tions (21). 

Le résultat (26) n’est pas très satisfaisant, car <>n devrait évidemment 
avoir dans la dernière parenthèse, «k-h/ik- Ee terme 1 supplémentaire 
est certainement parasite et sa présence peut faire douter de l'exactitude 
rigoureuse du point do vue adopté par la théorie des champs. 

Calculons maintenant la quantité de mouvement totale du chamj). 
Elle est «lonnée par les formules du type 


( > 




Avec les expressions ( ib), on trouve aisément 

k , kt 

(1, = X ("k "k 
k 


Ici encore, apparaît un terme parasite, mais il n’est pas gênant, car il est 
évident qu’il disparaît dans la sommation sur tontes les valeurs de A,. 
11 reste donc 

('* 9 ) G "k)' 

k 


formule très satisfaisante, étant données les hypothèses admises. 

Enfin calculons l’intégrale 

{ 3 (>) 

Nous trouvons 

(3,) f p'/-=yi[fk'k-^'k''è-<^k'''k-"'k''k^2(«k-"k)’ 

k ' k 

Nous obtenons donc la différence entre le nombre des particules chargées 
positivement et celui des particules chargées négativement. 



CHAPITRE IX. 


1^2 

Ce résultat découle du fait, déjà précédemment signalé, que pour 
une onde à énergie négative l’intégrale ( 3 i) est négative et égale à — i 
si Tonde est normée. En présence de ce fait, la théorie quanlique des 

champs se refuse à attacher à l’intégrale J^pdzle sens physique d’un 
nombre de particules, mais elle continue à définir la charge électrique 
totale des particules liées au champ par l’intégrale |'p£û?r, oùê est 

la charge d’une des particules en valeur absolue. On trouve, en effet, 
pour cette dernière intégrale d’après ( 3 i) 

(3») -"k)’ 

' k 

résultat satisfaisant. 

Cas des particules neutres. — Ici Ton admet les relations (22). 
Le formalisme employé par la théorie quantiqiie des champs (') conduit 
alors à des résultats qui se déduisent des précédents en posant 
n^ et en divisant par 2. On obtient ainsi 

k 

résultat qui contient encore un facteur parasite Puis on trouve 



Dans G, comme précédemment, le facteur parasite disparaît par 
sommation. Enfin, on a 


(35) 



La charge totale du champ se trouve nulle par suite d’une sorte 
de compensation des charges. C’est là le résultat annoncé qtii sert 
à justifier le formalisme adopté pour le» particules neutres parla théorié 
quantique des champs. Néanmoins, on peut observer que Ton obtiendrait 
aussi Q = O en exprimant naïvement |a neutralité électrique des parti- 
cules par la relation e = o. Cette remarque nous conduit à aborder 


(’) Le factear ^ résulte de la façon dont est définie la normaliiation. 
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maintenant Fexamen du point de vue de la Mécaniqur ondulatoire 
du phnton. 

i. Point de vue de la Mécanique ondulatoire du photon. ~~ Nous 
allons nous placer d’abord daus le cadre de la Mécanique ondulatoire 
du photon proprement dite, théorie qui ne s’occupe que des photons, 
c’ésl-à-dire de particules électriquement neutres. 

En Mécanique ondulatoire du photon, on est nalurelleiuent conduit 
à adopter le point de vue suivant lequel /es grandeurs élec/romagné- 
tiques complexes F liées au pholon doivent se représenter par des 
développements de Fourier limités aux ondes planes à énergie 
positive, c’est-à-dire de la forme 

1' kr), kr.. 

k k 

Pour notre théorie, les grandeurs sont toujours essentiellement 
complexes et c’est seulement les grandeurs mucroscopi(|uement obser- 
vables dans les champs à grands nombres de pholons qui peuvent 
se représenter pai les grandeurs F 'i-r. F -f- F*. 

Nous commencerons par calculer avec nolr(‘ hypothèse le nombre 
total N des pholons présents dans le champ, nombre qui doit toujours 
être donné par l’intégrale (3o). Avec les développements du type (36), 
le calcul donne 

OV ■'* -■=^'k''k=^"k- 

k k 

ce qui est tout à fait satisfaisant. 

Si nous voulons calculer W et G, il se pose à nous une question 
préliminaire très imf)ortanle : quelles expressions devons-nous adopter 
pour ces grandeurs? Plus haut nous avions adopté, comme le fait 
implicitement la théorie quautique des champs sous sa forme usuelle, 
les expressions (24) et (27), qui résultent des valeurs des compo- 
santes T, A du tenseur énergie-impulsion données par les formules (4) 
du Chapitre IV. Ces formules résultaient de l’introduction dbm schéma 
Lagrangien général, avec emploi d’une fonction de Lagrange réelle. 
Mais, comme nous l’avons rema?qué à la fin du paragraphe 1 du 
Chapitre IV, il est plus conforme aux idées générales de la Mécanique 
ondulatoire d’adopter une fonction de Lagrange complexe et de prendre 
pour les expressions des T, a- des valeurs non nécessairement réelles, 
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telles que la valeur de la densité d’énergie donnée par la formule (12) 
du paragraphe en question. Ceci revient en somme à partir des formules 
générales 


(3K) 



h 


àt 


fit, 


d’où l'on tire, en exprimant les à l’aide des grandeurs électro- 
magnétiques. 


(3«U 






Dans les expressions (dq), comme toujours en Mécanique ondulatoire 
du plioton, on a les produits d’une grandeur étoilée placée à gauche 
par une grandeur non étoilée placée à droite. Dans la théorie non 
superquantiüée, les expressions (39) soûl équivalentes aux expres- 
sions (24) Cl (27) utilisées par la théorie quanlique des champs, mais 
il n’en est pas de même en théorie superquanlifiée, parce que l’opéra- 
teur Ck ii’esl pas conjugué de l’opérateur Ck. 11 y a donc un certain 
arbitraire dans le choix des expressions (24) et (27) fait par la théorie 
des champs et il semble licite d’adopter en Mécanique ondulatoire du 
photon les valeurs (dp). 

Si nous adoptons les expressions (dp), le calcul fournit aisément 

k k 

valeurs entièrement satisfaisantes. 

Le formalisme adopté par la Mécanique ondulatoire du photon nous 
parait plus prés de la réalité physique que celui de la théorie quantique 
des champs. Nous allons le préciser en faisant intervenir l’état d’annihi- 
lation et les moyennes dans l’espac#dl!s n. Ceci nous conduira à l’idée 
que le véritable rôle dos ondes planes à énergie négative est de repré- 
senter les processus d’émission, tandis que celui des ondes planes à 
énergie positive est de représenter les processus d’absorption. 
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5. Valeurs moyennes dans Tespace des n. Processus d’absorption et 
d’émission. — Nous allons maintenant reprendre syslématiqiiement 
le point de vue de la Mécanique ondulatoire du photon esquissé au 
paragraphe précédent, mais en y introduisant les notions d’état 
d’annihilation et de valeurs moyennes dans l’espace des n. 

Reprenons toute la suite des idées. En Mécanique ondulatoire du 
photon non superquantihée, l’on associe à chaque grandeur électro- 
magnétique un opérateur .‘P. Un photon, qui so trouve dans l'état 
représenté par une fonction d’onde M', peut s’annihiler au contact de 
la matière en cédant toute son énergie à la matière et en passant dans 
un état d’annihilation qu(“ l’on représente par une fonction d’annihi- 
lation constante et invariante I.a grandeur électromagnétique I'' 

correspondant à l’opérateur (isl égale par tléiiniliou à 

rlJi F 'IV.VîUV-- ‘F"':TM\ 

la deuxième expression étant une forme symbolique sim[>li(iée d(‘ 
la premiéj'e. La grandeur F correspond à la transition quanlicpie qui 
amène dans l’état d’annihilation le photon primitiveimmt dans l’état 
c’est-à-dire (pi’ell'' correspond à Y absorption de ce photon [)ar la matière. 
Réci[)ro(|uemeut, la grandeur com[)lexe conjugué(‘ (') 

r,'>) 

représente la grandeur électromagnétique associée à V émission d’un 
photon dans l’état 

Nous admettrons qin; l’onde ’l' la plus générale doit être représentée 
parla superposition de l’onde et des ondes plaints monoidiroinatiques 
à énergie positi\c du type 

(ru ko, 

.avec /* |k - “h/',';. Nous laissons donc de côté systématiquement 

les ondes planes à énergie négative conformément au point de vue 
développé dans le dernier paragraphe (-) et nous poserons 

( 44 ) **' “ ^■"**' '* 

k 


(*) Four passer de (40 ^ F4''K s<* sottvénir que ff est Itermitien. 

(*) L’Iopotlièse qui consiste à r.carter les ondes à énergie négatoe pour ne conserver 
que celles à énergie positive présente une certaine analogie avec l’hypotlièse que l’on 
fait dans la théorie classique du rayonnement quand on néglige les potentiels avancés 
pour ne garder que les potentiels retardes. 
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les étant normées. Nous obtenons donc pour Ja densité de valeur 
moyenne correspondant à l’opérateur de l’espace ordinaire 

iii) i.(9) = ^ 

Introduisons maintenant la seconde quantilicalion : les Ck et c’k 
deviennent des opérateurs de l’espace des n définis par les formules 

O à 

««J 

et p{5*) se trouve ainsi transformé en un opérateur de l’espace des n 
Nous deviuis alors remarquer que le nombre no des photons dans 
l’état d’annihilation doit être considéré comme énorme et pratiquement 

constant. Les opérateurs c qui font varier n,, d'une unité en plus 
ou en moins, ne modilient donc pratiquement pas les fonctions de n 
auxquelles ils sont appliqués et sont, par suite, équivalents à l’opéra- 
teur 1 . On a donc 

(47' co ^ v/V/o. 

Revenons à Texpression (45) et observons que, d'après la forme des 
opérateurs introduits par la Mécanique ondulatoire du photon dans 
l’expression des jj^randeurs électromagnétiques cl d’après la valeur 
de on a toujours 

(48) = 

comme on le vérifie aisément. De plus, comme est extrêmement 
grand, on peut dans l’expression (45) négliger les termes qui ne con- 
tiennent ni C(i, ni cj et écrire 

(4.J) P (? ) = 

k k 

Comme p(^) maintenant un opérateur de l’espace des n, on devra, 
pour lui faire correspondre une grandeur numérique, prendre sa valeur 
moyenne F = ) dans l’espace d?$ n, ce qui donnera 

(5o) FskF)=^h;(«, ...)p(y)K,(/.„, ...,11^, 
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5. Valeurs moyennes dans Tespace des n. Processus d’absorption et 
d’émission. — Nous allons maintenant reprendre syslématiqiiement 
le point de vue de la Mécanique ondulatoire du photon esquissé au 
paragraphe précédent, mais en y introduisant les notions d’état 
d’annihilation et de valeurs moyennes dans l’espace des n. 

Reprenons toute la suite des idées. En Mécanique ondulatoire du 
photon non superquantihée, l’on associe à chaque grandeur électro- 
magnétique un opérateur .‘P. Un photon, qui so trouve dans l'état 
représenté par une fonction d’onde M', peut s’annihiler au contact de 
la matière en cédant toute son énergie à la matière et en passant dans 
un état d’annihilation qu(“ l’on représente par une fonction d’annihi- 
lation constante et invariante I.a grandeur électromagnétique I'' 

correspondant à l’opérateur (isl égale par tléiiniliou à 

rlJi F 'IV.VîUV-- ‘F"':TM\ 

la deuxième expression étant une forme symbolique sim[>li(iée d(‘ 
la premiéj'e. La grandeur F correspond à la transition quanlicpie qui 
amène dans l’état d’annihilation le photon primitiveimmt dans l’état 
c’est-à-dire (pi’ell'' correspond à Y absorption de ce photon [)ar la matière. 
Réci[)ro(|uemeut, la grandeur com[)lexe conjugué(‘ (') 

r,'>) 

représente la grandeur électromagnétique associée à V émission d’un 
photon dans l’état 

Nous admettrons qin; l’onde ’l' la plus générale doit être représentée 
parla superposition de l’onde et des ondes plaints monoidiroinatiques 
à énergie positi\c du type 

(ru ko, 

.avec /* |k - “h/',';. Nous laissons donc de côté systématiquement 

les ondes planes à énergie négative conformément au point de vue 
développé dans le dernier paragraphe (-) et nous poserons 

( 44 ) **' “ ^■"**' '* 

k 


(*) Four passer de (40 ^ F4''K s<* sottvénir que ff est Itermitien. 

(*) L’Iopotlièse qui consiste à r.carter les ondes à énergie négatoe pour ne conserver 
que celles à énergie positive présente une certaine analogie avec l’hypotlièse que l’on 
fait dans la théorie classique du rayonnement quand on néglige les potentiels avancés 
pour ne garder que les potentiels retardes. 



CHAPITRE IX. 


l‘iX 

On considère que tous les pholons liés à l’onde de vecteur k ont 
l’énergie positive k et les «ic des formules de la seconde quanlifioalion 
représentent les nombres de pholons par onde plane. La valeur moyenne 
de la grandeur électroniagnélique F est alors définie par la formule 

(V,) ...), 

k 

ce qui donne 

"k ^ 

En comparant (50) avec (5i). on voit que 1 on peul identiher le F de 
la théorie (piantique des champs avec le de la théorie du pholoii 
si l’on définit les grandeurs F^ et F^ par les formules (53), ce qui 
concorde bien aviu: nos conception antérieures. 

Donc, bien (jii’on ne le fasse jias toujours remarquer dans les 
exposés nsiuds d<* la théorie quantique des champs, dans cette 
théorie comme en Mécanique ondulatoire du [dioton superquantiliée, 
les termes à énergie positive correspondent aux processus d’absorption 
et les termes à énergie négative aux processus d’émission : sur ce point, 
il y a donc concordance entre les deux théories. 

Là où elles divergent, c’est sur la façon d’écrire les développements 
de Fourier. La Mécanique ondulatoire du pholon y introduit la fonction 
d’annihilation et en rejette les ondes à énergie négative; la théorie des 
champs ignore l’état d’annihilation et fait figurer côte à côte les ondes 
à énergie positive et celles à énergie négative, en cherchant à donner 
aux développements do Fcnirier, par la formule (54)» l’aspect de gran- 
deurs réelles. La méthode de la Mécanique ondulatoire du pholon, 
nous paraît serrer de plus près la réalité physique : elle évite l’appari- 
tion de termes parasites dans les expressions de l’énergie et de la quan- 
lilé de mouvement globale du champ et, sans cherchera donnera priori 
aux grandeurs électromagnétiques une apparence de grandeurs réelles, 
elle met mieux en évidence la liaison des termes à énergie positive avec 
les phénomènes d’absorption et celle des termes à énergie négative 
avec les phénomènes d’émission. 

G. Pourquoi les grandeurs électromagnétiques macroscopiques sont- 
elles des grandeurs réelles ? — Considérons les développements équi- 
valents (52) et (56). En quel sens peut-on dire qu’ils représentent 


’ ''k-'* •■•)! 
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une grandeur réelle? Ceci n’est pas immédiatement évident car, ainsi 
que nous l’avons plus d’une fois noté, les opérateurs rjc et ne sont 
pas complexes conjugués au sens usuel du mol. Mais ces opérateurs 
sont des opérateurs adjoints dans l’espace des n et par suite 
est hermitien dans cel espace. Pour cette raison, F valeur moyenne de 
( 54) dans l’espace des n doit être réelle. Vérilîons-le. 

La quantité complexe conjuguée de 

V h; ( . . ., . . . ) y 1 . . ) 

"k 

est 


V 


H!(- 


-I, ...)^ 




li H ^ ''k*’k*L ( • ' "k ' ■ ^ » 


On obtient la seconde somme à partir de la première en remplaçant 
dans la sommation «k '?k — * ^t en remarquant que le lerme relatif 
â /ik=o dans la seconde somme est nul. Il est alors évident que les 
deux termes relatifs à une même valeur de k dans (5(i) sont complexes 
conjugués et que l’on peut écrire 

li-) F=V 

"k L "k 


Considérons maintenant un champ électromagnétique macroscopique 
où tous les /ik sont très grands, mais où les phases Ok sont bien définies. 
Nous définissons un tel champ par une sorte de « groupe d’ondes » 
dans l’espace des que nous représenterons par 

où Ro n’est différent de zéro que pour des valeurs très grandes et relati- 
vement voisines de chaque «k et varie très peu quand /ik varie d’une 
unité. En substituant dans ( 07 ), on obtient alors après incorporation 
des phases Ok dans V expression des Fk, 

"k ^ 

R, :*v ^ï’k 

"k ^ 


k 


( 58 ) 
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où Fic-I- Fi est la grandeur ('dectromagnélique réelle définie dans 
le cas d’un seul photon par la Mécanique ondulatoire du photon 
non super quanti fiée (^). Nous voyons qu’en multipliant ce champ réel 
par en faisant la somme pour tous les vecteurs k et enfin en prenant 
la moyenne dans l’espace des n, nous obtenons le champ macroscopique 
moyen F qui est une grandeur réelle au sens propre du mot. 

7. Généralisation aü cas des particules de spin i chargées électri- 
quement. — f^e qui précède s’applique aux photons et plus généralement 
aux particules de spin i électriquement neutres. Nous allons maintenant 
montrer comment l’on peut tenter de généraliser les mêmes considé- 
rations au cas des particules chargées de spin i. 

Nous avons vu au paragraphe 2 qu’en ce cas la théorie quantique 
des champs écrit le développement d’une grandeur V sous la forme 

( 59 ) 

k 

les termes F^à énergie négative représentant les particules à charge néga- 
tive, de telle sorte que donne le nombre ni des particules chargées 

positivement d’énergie positive k et de quantité de mouvement 
tandis que did}^ donne le nombre ni des particules à charge négative 
d'énergie positive k et de quantité de mouvement Dès lors, la gran- 
deur F obtenue en faisant la moyenne dans l’espace des n est 

(tw) F= 2 »t; (....«k, «k. ...) 

n k 

h k 

W''kl'khi(...,«k> '»k-‘> •••) 

N k 

X v^«k-+-iFkl «k, «k, ...). 


(•) Il faut toatefois bien noter que dans (58) les phases des^Fj^. et Fj, sont ici bien 
définies. 
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La formule (6o) montre que le terme Fk correspond à V absorption 
d’une particule positive et le terme à Vémission d’une particule 
négative^ fait qui n’est pas toujours bien mis en lumière dans les exposés 
usuels de la théorie quantique des champs. 

Cherchons maintenant à nous placer à un point de vue analogue à 
celui que nous avons adopté plus haut en Mécanique ondulatoire du 
photon. Nous considérons les particules positives et les particules 
négatives comme des entités physiques distinctes représentées par des 
fonctions d’onde distinctes et Pour nous admettrons un 
développement de la forme 

(6.) (cüc^=«k)> 

k 

et nous calculerons, comme en Mécanique ondulatoire du photon, 
la quantité p(^) correspondant à l’opérateur de l’espace ordinaire 

<62) nj, «k. ...) 


n 



D’où, en remarquant qu’en raison de l’énormité du nombre des 
particules annihilées, on peut négliger tous les termes ne contenant 
pas Co ou c* et que l’on peut absorber le facteur dans la définition 
de l’opérateur ^ * 

( 63 ) ^=^Vr;(.,.,„j. 

n k 

+ ni-i, n^. ...)|, 

formule qui nous montre que multiplié par la racine carrée 

du nombre des particules positives dans l’état initial correspond à 
l’absorption de ces particules, tandis que multiplié par la 

racine carrée du nombre de| i^rticules positives dans l’état final 
correspond à l’émission d’une de ces particules. 

Plus instructive est l’élude de la quantité p(^) relative aux particules 
négatives. Ici nous pouvons écrire pour le soit le développement 
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suggéré par la théorie quantique des champs 
i(>4) r 

k 

soit plutôt le développement plus naturel au point de vue physique 
(«-,) .r- 

k 


les représenlanl les ondes planes à énergie posilis^e de la particule 
chargée m'^gatwement. Nous supposerons, dans un cas comme dans 
l’autre, que donne le nombre des particules à charge négative 

dans l’état k. 

Avec le développernenl (6/|), on obtieni 










...) 

"k'-'K «k, «k-'.-) 

" k 

«k+^'|■k‘’"^''"’ «k, «k+i’ 


Le premier terme du crochet correspond visiblement à l’émission d’une 
particule négative et le second à l’absorption d’une telle particule. 

Avec le développement (bo), nous obtenons 

(07) "k- "k' ••■) 

» k 

K "k^'i''"'^/.fc «i, «k+i, •••) 

- ''k> "k-'’ ■)1- 

Ici le premier terme entre crochets se rapporte à une absorption et 
le second à une émission. La comparaison de (66) et de (67) conduit 
à assimiler d’une part il* et d’autre part 

et peu^ traduire ce résultat en disant : l’émission (ou 

l’absorption) sur l’onde k d'une ptrticule positive à énergie négative 
correspond à l’absorption (ou l’émission) sur cette onde k d’une parti- 
cule négative à énergie positive. 

. Il semble que cette conclusion soit à rapprocher du fait qu’en théorie 
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de Dirac Télectron positif n'est pas assimilable à un électron négatif 
dans un étal d'énergie négative, mais bien à un manque d’cloctron 
négatif dans un tel état. 

L’ensemble des considérations des derniers j)aragraphes nous paraît 
faire pénétrer assez profondément la signification véritable qu’il faut 
attribuer au formalisme assez abstrait de la théorie quantique des 
champs. Ce formalisme est sans aucun doute très élégant et mathémati- 
quement correct, mais il masque peut-être un peu le sens des phéno- 
mènes physiques qu’il représente; de plus, il conduit toujours pour les 
énergies globales à des expressions contenant un terme parasite. 11 nous 
paraît plus conforme à la réalité physique de n’introduire dans les 
développements de Fourier que des termes à énergie positive, ce qui 
fait disparaître tout terme parasite dans l’expression de l’énergie. Peut- 
être, d’ailleurs, le problème du rapport des particules complémentaires 
de charges égales et opposées (électron et positon, méson positif el 
méson négatif, etc.) ii’est-il pas encore entièrement bien posé et la 
construction d’un nouveau formalisme sera-t-il nécessaire pour traduiri; 
ce rapport plus exactement (*). 

8. Complications qu’entraîne dans la théorie quantique des champs 
l’hypothèse implicite po ~ o. — Nous avons déjà vu que, contrairement 
à la Mécanique ondulatoire du photon, la théorie (juaiitiipK! des champs 
admet implicitement que la masse propre du photon est rigoureusemeni 
nulle, de façon à retrouver les équations do Maxwell sans les termes 
additionnels en Mais, ce faisant, elle tombe dans de graves compli- 
cations en ce qui concerne les relations de commutation de la seconde 
quantification. Nous avons vu, en efl'et, notamment que la relation 
divE O n’est pas compatible avec les relations de commutation de la 
théorie superquantifiée des particules de sj)in i. Pour sortir de ces 
difficultés, la théorie quantique des champs est amenée à regarder le 
cas du photon comme tout à fait différent du cas général des particules 
de spin i, alors que la Mécanique ondulatoire du photon, en admettant 
que la masse fXo est extraordinairement petite, mais non rigoureusement 
nulle, a l’avantage de pouvoir faire rentrer entièrement le cas du photon 
dans la théorie générale des particules de spin i . 

Voici quelles sont les hypothèses particulières qu’introduit la théorie 
quantique des champs dans leaca» du photon. Dans la théorie générale 


(*) Voir à ce sujet l’exposé de M. Dirac {Proc. Boy. Sor., série A, vol. Î 80 , 
mars 1942, P- i- 4 o). 




des jjarliciiles de spiii i (et aussi, bien entendu, en Mécanique ondula- 
toire du photon), on considère toutes lés équations Maxwelliennes 
comme vérifiées en chaque point de l’espace-temps aussi bien après 
qu’avanl la seconde quantification, c’est-à-dire aussi bien quand on 
considère les grandeurs Maxwelliennes comme des opérateurs de 
l’espace d<îs n que quand on les considère comme des grandeurs numé- 
riques. La théorie quantique des champs admet ce fait pour toutes les 
particules de spin i autres que le photon pour les mésoçis),; 

mais pour le photon, elle suppose que seules les équalions 

((iH I divH = 0, = rot E 

, c ()1 

sont vérifiées en tout point de l’espace-temps et, selon elle, il n’en serait, 
pas de même des équations 

(()<) ) divE = 0, ' “ — rolH = o, * ~ dn A = o. 

r ()f c (H 

qui ne seraient pas v<'‘ri(iées en faut que relations en y, v, t. Le 
premier membre des équalions (69) déünirail seulement des opérateurs 
de l’espace des n ({ui, appliqués à la fonction de répartition R des 
photons, donnerait zéro. En d’autres lermes, on aurait non pas les 
égalités (69), mais les suivantes : 

(divE)B,(//, ...) = o; ...) = (>; 

(r dl div Hl(/^ . . .) — o. 

Ce serait là des conditions imposées à la fonction R. Les auteurs 
disent souvent que, pour le photon, les relations (69) sont « des 
conditions sur le 'ï'* ». 11 faut bien comprendre que le 'F dont il est 
question est la fonction d’onde de l'espace n, c’est-à-dire la fonction de 
répartition R, et non pas le 'F du photon dans l’espace ordinaire. 

Cette manière de changer profondément le sens d’une partie seulertient 
des équations Maxwelliennes, quand il s'agit du photon,. nous parait 
personnellement très artificielle. Elle introduit une différence, logique- 
ment peu satisfaisante, entre le photon et les autres particules de spin i : 
les équations de toutes ces particules nuraient en apparence la même 
forme, mais une partie d’entre elles s’interpréterait tout différemment 
suivant qu’il s’agifait d’un photon ou d’une particule de spin 1 de 
masse différente de zéro : voilà qui ne nous semble guère satisfaisant. 
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Quoi qu’il en soit, en définissant toujours la valeur moyenne de^ 
opérateurs F dans l’espace des n par la formule 

(71) F r'(.r, } . Z. O 

« 

on obtiendra toujours les équations de Maxwell et le# équations de 
Lorentz sous la forme 

( - -1 = rot Ë. ,livH=o, 

y r àf 

(:'-0 , 

I ' « J î; I , ' 

f - --- = rolH: divE — O, ^ -4-divA = o, 

[ c ()t r 

mais, répétons- le , en théorie (|uantique des champs, les deux 
premières équations (^2) sont obtenues parce que’ l’on a en tout 
point xyzt de l’espace-temps les relations (68), tandis que les trois 
dernières équations (72) résulteraient non pas des relations (69), mais 
des conditions sur U expriiné(*s par (70). 

Bien que la théorie* quanlûjue des champs retrouve les équations (72), 
il n’en est pas moins certain qu'en admettant implicitement pour les 
photons la relation !jL,r-o, elle est oblifçée, pour éviter des contra- 
dictions, de rompre Tunité de la théorie générale des particules de spin i 
et de recourir à l’hypothèse assez arbilraite qu’exprime la substitution 
de (70) à (69). 

La position adoptée par la Mécanique ondulatoire du photon im 
posant o nous paraît préférable (^). 

9 . Remarque sur la relation [E, Nj = E. — Rappelons (‘^) que si A 
et B sont deux opérateurs hermitiens d’un certain espace correspondant 
à des grandeurs observables a et b et si l’on a entre eux la relation de 
commutation [A, B J r- G, les grandeurs a et 6 obéissent aux relations 


(') On peut encore remarquer que l’interprétation de la théorie quantique des champ» 
est incompatible avec une théorie non superqunntiBée où les grandeurs “ ^ — rotH 

ét divE seraient nulles en tout point xyzt^ car, si ces grandeurs étaient nulles, la 
seconde quantification les transformerai# ei# opérateurs de l’espace des n nuis en tout 
point de l’espace-temps, contrairement à l’interprétation de la théorie quantique des 
champs : il y a lli une difficulté à laquelle il semble qu’on ne puisse échapper qu’en 
supposant 0 . 

(*) Théorie générale des partiruies à spin, p. 3o à 32 ( Gauthier- Viliars, «943). 


LOITM DR BROOLIR. 


10 




i4<) 

d’iacerlilude 


CHAPITRE IX. 


( 7'i) Aw A6 . 




a.vec Aw 


= \/(A - a)"; A/> = V/(P, — b)-, 


la moyenne de G étant prise dans l’espace où sont définis A et B. 

Soit alors K une grandeur électromagnétique de la théorie du photon. 
On a 

(7i) 

k 


les h le étant <les nombres complexes définis comme éléments de matrice 
liés à la transition de l’étal k à l’état d’annhilatioii. F est un opérateur 
de l’espace des n, mais, comme les Ck, il n’est pas hermitien et ne 
correspond pas à um; grandeur directement observable. 

Soit encore f\ le nombre total des photons non annihilés 

k 

présents dans un champ électromagnétique. On trouve 


(7:J) 


I K, N I KN - M.' ^ V 


-Aih'k''k''k' ~ ''k’'^k'''kP''k’ 


Comme [ Ck, Ck J ^ o si k k' et que [ck, cj - — i , il vient 
' 1 1'. N I ^ -^1 ‘^^kJ'kl'k=A]<'k'''k= 

k k 


d’où, par exemple, pour le champ électrique E, 

(77) [E, NJ=.E. 

Ayant obtenu cette relation de commutation, la théorie quantique des 
champs [voir Heitler, Quantum tkeory of radiation^ p. 67) veut en 
déduire la relation d’incertitude 


(7«) AEAN^E (»). 

Mais, du point de vue de la Mécanique ondulatoire du photon, celte 
relation n’apparaît pas comme exaîte? parce que £ est un opérateur non (*) 


(*) La relation précise serait AE AA > j 1 E j . 
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hermitien (^) ne correspondant pas à une grandeur observable de 
l’espace des n. On peut, il est vrai, définir pour les phénomènes à très 
grand nombre de pholons un champ macroscopique observable 

2^/ik(Ek+ Ek), comme nous l’avons plus haut, mais ce champ 

k 

macroscopique défini par une moyenne prise dans l’espace des n est un 
nombre ordinaire et l’on ne peut parler pour lui de relation de 
commutation. 

Quant à l’opéraleur E, E f- E* (sans moyenne dans l'espace des n), 
on vérifie facilement qu’il est hermitien et que l’on a 

(79) F/, 

mais il ne paraît pas qu’il soit Intéressant de considérer celle relation 
d’incertitude. 

Bref, il nous semble (jue la relation (7^) admise par la théorit^ 
quantique des cham[)S usuelle ne doit pas être conservée •’ on échappe 
ainsi aux conclusions assez étranges qu’on déduisait d(; celle relation 
[voir Heitler, loc. rit. ). 


(’) D’ailleurs, si K était licrmitieu, la relation (■;)>) serait contradii loirc, car le 
commutateur de deux npcrateur.s licnniticns est antiliermilien. 




TROISIÈME PARTIE 

INTERACTIONS ENTRE MATIERE ET RAYONNEMENT. 


CHAPITRE X. 

TUfiOKIE NON SUI’KRQÜANTIFIÉE DKS INTKHACTIONS 
ENTRE MATIÈRE ET RAYONNEMENT. 


1. Préliminaires. - En Mécanique ondulatoire, l’étude d(‘S interac- 
tions entre le rayonnement et la matière doit se ramener essentiellement 
à l’équation d’ondes du système plioton électron, puisque l’action du 
rayonnement s’exerce sur les particules électrisées de la matière dont 
l’électron est le type. 

Rappelons donc d’abord quelques généralités sur les équations d’ondes 
de l’électron. Pour un électron libre (non soumis à un champ électro- 
magnétique), l’équation d’ondes s’écrit : 


/il dTff __ 2 I / à 

c àt h 




;/ioca*M’o (a = i,2, 3, 4)» 


Si nous introduisons les opérateurs 


nous pourrons écrire (i) sous la forme 
( 3 ) “ Wyp 4- Pop a = mo c a 4 TV, 


oc étant une matrice-vecteur aux trois composantes oci 

Mais on sait qu’en Mécanique felttivisle, l’énergie d’un électron de 
charge — e placé dans un champ électromagnétique dérivant des 

potentiels A et V est — eV, somme de son énergie cinétique et 
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(je son énergie polentielle; de même, sa quanlilé de mouvement est 

“ 7=='--7'^- — : A, somme do la quantité de mouvement cinétignp et 

V ^ iti. ^ 

(Pline sorte de quantité de mouvement potentielle — A. 

Dos lors, il parait tout naturel, quand on passe du mouvement de 
l électron libre à celui de l’électron soumis à un champ éleclromagiié- 
tique dérivant des potentiels A et V. de transformer l’équation ( 3 ) en y 

remplaçant W„,, par VV„|,-t-eV et p„p par p,,,, -f- ' A, ce qui conduit à 
l’équation de propagation 




.V /A 


^ / ) ■+• f/i(t C a H ry. 


1 elle est, en cllet, i('(|uation d ondes que, guidé par l’analogie avec 
les expressions classiques, M. Dirac a adoptée pour le mouvement de 
l’électron dans le champ élec^tromagiiélique. 

Pour distinguer les coordonnées de l’électron de celles du photon, 
nous désignerons les premières par XN Z et les secondes par xvs* JNous 
écrirons donc les, équations <le Dirac 

( 0 ‘ir ^ Aj]»iv (7 = 1 . 2 , 5 , 4 ). 


ou Hf, est l’Haniiitonien de Dirac en l’absence du champ 

(“) H" = .~.J ( «I-H- a, H- 

Le lerme '^[v + (aA)] de ( 5 ) csl le lerme d’interaction entre 
électron et rayonnement qui nous intéresse particulièrement ici. 

D’après la définition du vecteur densité>tlux en théorie de Dirac, 
nous obtenons les relations 

J I 

’ 1 ^ 

où I désigne la matrice unité à .j lignes et /» colonnes et où a est le 
vecteur-matrice de composantes ai, «j, a.-,. On peut considérer les 
expressions (7) comme donnant fts Jtensités de valeur moyenne pour la 
charge et le courant électriques associés à Pélectron dans l’état 'F. On 
est donc ainsi conduit à faire correspondre à la charge de l’électron 
1 opérateur ci et au courant dù au mouvement de l’électron l’opé- 
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râleur ecoL. Posons donc 

•V 

(^) = i„p=:f*ca. 

Les termes d’interaction dans (5) pourront alors s’t^crire 

(9) i + 

Dans l’expression les grandeurs se rapporlani à l’électron se 

présentent sons la forme d'opérateurs, tandis (pie les grandeurs relatives 
au champ électromagnétique ont gardé le caractère de fonctions de point 
que l’on suppose connues par ailleurs. On fait ainsi jouer, comme 
d’ailleurs dans la théorie classique, un rcMe très dissymétrique à l’électron 
et au pholon. La Mécanique ondulatoire du pholon va nous permettre 
de faire di^paraîtie cette dissymétrie peu satisfaisante. 


2. Formation de l’Hamiltonien pour le système photon-électron. 
Nous rappellerons d’abord que nous avons mis les équations du pholon 
dans le vide sous la forme 


(loj 






HrMV U- 




où II,, est rilamiltoiiieu du photon défini par la formule 

.. //cl à C\iC6i -+-(<?, cl J <) cl .Ù?j-f-03oC\4 

(II) ttp^ — - . H — ^ ■ — 

> <)} 2 

h/A„Cli tîSj . 

Cherchons alors quel doit être», du point de vue de la Mécanique 
ondulatoire du photon, l’Hamiltonien du système pholon -f- électron. 

Tout d’abord, considérons un photon et un électron en négligeant 
leur interaction. L’onde M’ de l’électron satisfait à l’équation (3), celle 
du photon à l’équation (lo). En posant 

(c^) 7, -, X, Y, Z, O = ‘rp(X, Y, Z, 0*1 Vt(^, 7, -, O, 


nous définissons une fonction d'ondes à G/\ composantes pour le système 
électron 4- photon. Cette fonction d’onde satisfera évidemment à 
l’équation 


CD 


_L ^ 'j.l-pa, = [ll„ 

2 r,i (H\ 2 / ^ • i 


H-lllJ»!' 


P7T, 


qui représente un système de 64 équations. 

La tâche essentielle que nous avons maintenant à remplir est d’intro- 
duire l’interaction entre l’électroii et le photon en ajoutant un terme 
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supplémentaire dans l’équation (i3). Pour cela, nous devons inspirer 
du le/rme (9) que nous avons rencontré en théorie de Dirac, mais, afin 
de traiter symétriquement photon et électron, nous allons remplacer les 
fonctions V et A par des opérateurs et Ayp qui agiront sur les 

indices se rapportant au photon, comme les opérateurs i et a agissent 
sur les indices se rapportant à l’électron. Toutefois, cela ne suffira pas 
encore, car il nous faudra de plus exprimer que le champ électromagné- 
tique en un point agit sur la charge électrique qui se trouve au même 
point de l’espace. Si nous admettons que cette circonstance est réalisée 
d’une façon tout à fait rigoureuse, il nous faudra faire intervenir dans le 
terme d’interaction un facteur de la forme 

S(X - - 5( Y -- } ) o(y> o(R — rV 

de sorte que le champ électromagnétique au point X, Y, / agisse uni- 
quement sur la charge électricpie se trouvant au point .z -— :X, r — Y, 

5 .,r_- Z. 

Finalement, nous écrirons donc le terme d’interaction sous la forme 

(M ) l[ " = - - /■ I V„p I + (t A„„)J ô(R-t). 

Or nous avons été amcné.s précédemment à prendre pour opérateurs 
servait à définir les potentiels les opérateurs suivants (‘ ) : 


(i5) V,„,=^K — ; Ao|.= -K , 

K' étant la constante -^rrr qui, après la seconde quantification, se trouvera 
multipliée par ^ tin et donnera K. Nous obtiendrons donc pour (i4) 


Hu.= _k'r 


5(R-r). 


et, par suite, pour l’équation d’ondes photon 4- électron 


8(R-r) Wp, 


avec p, 2, 3, 4* Celte éqlatifon représente 64 relations entre 

les 64 Wpa,. 


(*) Voir Cittapitre 11!, fomnile (a8). 




i53 


# 

THÉORIE NON SÜPERQÜANTIFIÉE DES INTERACTIONS ENTRE MATIÈRE. 

3 . Étude des éléments de la matrice H<*’. — Dans l’équation 
d’ondes (17), nous voyons figurer le terme perturbateur défini par 
l’opérateur (16) à côté de l’Hamiltonien non perturbé 


Les fonctions propres de l’ilainiltonicn non perturbé seront fournies 
par les produits d’une onde plane du pltolôn par une fonction 

propre de l’électron. Les ondes planes du photon sont données parles 
formules 

< 1 8 ) H ^ k/ r : A-/ = V / : L- ■=. \ k, Y- kl 

les ol'IjI étant des constantes liées par des relations que nous avons précé- 
demment étudiées. 

Pour l’électron, les jonctions propres ne sont des ondes planes que si 
l’électron est libre : elles ont alors la forme 


(19 = 


K' 




les aj/"' étant des conslanles liées par des relations que mois connaissons. 
Ma is, si rélectron est placé dans un champ permanent, par exemple 
dans le champ du noyau d’un atome, les ’r"** représenteront des états 
stationnaires de féleclron dans ce champ et l’on aura 


( •}.<) ) 




les \ , Z) étant les amplitudes complexes des fonctions propres, 

amplitudes qui sont en général variables d'un point à un autre. La 
foririe (ao) est générale et contient la forme (19) comme cas particulier. 

Considérons la transition quantique du système électron H- photon de 
l’état symbolisé par (/, m) à l’état symbolisé par (f, m'). L’élément de 
la matrice H'*) correspondant à celle transition a pour valeur 

= _KV (B) j 

X 8(R— 

= [v, ( a, 


(î>) 'i 
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supplémentaire dans l’équation (i3). Pour cela, nous devons inspirer 
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de traiter symétriquement photon et électron, nous allons remplacer les 
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sur les indices se rapportant à l’électron. Toutefois, cela ne suffira pas 
encore, car il nous faudra de plus exprimer que le champ électromagné- 
tique en un point agit sur la charge électrique qui se trouve au même 
point de l’espace. Si nous admettons que cette circonstance est réalisée 
d’une façon tout à fait rigoureuse, il nous faudra faire intervenir dans le 
terme d’interaction un facteur de la forme 

S(X - - 5( Y -- } ) o(y> o(R — rV 

de sorte que le champ électromagnétique au point X, Y, / agisse uni- 
quement sur la charge électricpie se trouvant au point .z -— :X, r — Y, 

5 .,r_- Z. 

Finalement, nous écrirons donc le terme d’interaction sous la forme 

(M ) l[ " = - - /■ I V„p I + (t A„„)J ô(R-t). 

Or nous avons été amcné.s précédemment à prendre pour opérateurs 
servait à définir les potentiels les opérateurs suivants (‘ ) : 


(i5) V,„,=^K — ; Ao|.= -K , 

K' étant la constante -^rrr qui, après la seconde quantification, se trouvera 
multipliée par ^ tin et donnera K. Nous obtiendrons donc pour (i4) 


Hu.= _k'r 


5(R-r). 


et, par suite, pour l’équation d’ondes photon 4- électron 


8(R-r) Wp, 


avec p, 2, 3, 4* Celte éqlatifon représente 64 relations entre 

les 64 Wpa,. 


(*) Voir Cittapitre 11!, fomnile (a8). 
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<itudior 1 évolution de ce système, la inétliode de variation dos constantes 
de Dirac. Mais dans l’application de cette méthode, on se hcurle à un 
certain nombre do difficultés comme nous l’avons déjà signalé au 
Tome 11 de notre Nouvelle théorie de la Lumière, En particulier, 
1 hypothèse que les ondes sont normées est esscutielle pour la validité 
<le la méthode de variation des constantes : or, ici, la normalisation de 
l onde soulève des dilficultés, car elle conduirait à écrire 



Voici une autre difficulté (|ui iiouh a été signalée récemment par 
M. Jacques Courtois. Les équations symbolisées par l’équation (i-) 
se divisent en deux constantes en multipliant successivement par 

obtient une équation d’évolution et une 
équation de condition de la forme ) 


(K) 


h .y c\v-+-e?. 

‘XT,i à! ■} " ' 


(Cl 




c.,,y 




,, / c\, >cUB;- cBc\ 4 /cl,-h 034X^1 

-f. K ( I a / ) ) 

ls(B -r; 


Les équations ( C) sont des équations de condition où n’interviennent 
pas les dérivées des par rapport au temps : l’existence de ces 

conditions fait que les ne peuvent pas, en général, être considérées 
comme des combinaisons linéaires des solutions de l’équation non 
perturbée (i3), ce qui rend illégitime l’application de la méthode de 
variation des constantes. 

Néanmoins, il convient d’observer que, comme le montrent des » 
calculs simples, les termes K' e(^m ^ ^ y q ( R _ y ) 


(') Le fait que , prouve que les équations (K) et (C) 

sont équivalentes à Téquation (17). 
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figuranl dans ks équations (E) dépendent uniquement des ondes trans- 
versales, tandis que les termes 


2 





-r) 


figurant dans les équations (C) dépendent uniquement des ondes longi- 
tudinales. Il en résulte (jue la difficulté signalée n’existe que si l’on fait 
intervenir les ondes longitudinales et disparaît si l’on se borne à 
considérer les ondes transversales. 

Cependant, même si Ton se borne à considérer les ondes transversales, 
l’emploi des équations non superquantifiées est toujours, en principe^ 
illégitime. Il y a, en eflei, toujours un nombre immense de photons dans 
l’état annihilé susceptibles de donner lieu à des phénomènes d’émission 
puisqu’on n'a jamais constaté une saturation de ces phénomènes : il 
n’est donc jamais légitime de considérer que l’on a affaire à un seul 
photon. 

Autrement dit, dans tout problème relatif à l’interaction entre la 
matière et le rayonnement, il est toujours nécessaire d’introduire pour 
les phütons la seconde quantification, et cette conclusion va nous 
conduire à écrire sous une autre forme l’équation du système électron 
4- rayonnement. 
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rtlfiORIK Sl'I'KKQÜANTlFIÉli DKS INrKHACIÏKINS 
ENTRK MATlflRK KT RAYONNEMENT. 


1 . ÊTolution de la fonction H de répartition en théorie superquan- 
tiâée. jNous avons vu (|ue 1 évolution de la louctiou de réparlitioji II 
est donnée par une équation de la forme 

(0 

“ 2 1 ^n~) 


I,, -y 

lU'^l fhi I I. . . . 1)C ’’ , 

OÙ est le poteuliel perturbateur el H,/,’ 1 élément il’inclices nrn de 
la matrice (de Schrodinger) engendrée par l’opérateur H^') dans le sys- 
tème des fonctions propres de rhamillonien non perturbé. 

Pour étudier 1 évolution de 11 dans le cas le plus usuel, supposons 
que 1 on connaisse la répartition des particules entre leurs états pos- 
sibles d’énergie à un instant initial / ~o : celle répartition est repré- 
sentée par un certain jeu de nombres entiers n,, , . . , /i„, , . . , n,„ 

Donc à l instant ^ m o, la fonction 1{ est nulle partout dans l’espace 
des n sauf au point qui est spécifié par le jeu de nombres entiers en 
question et en ce point on a H = i. La probabilité pour qu’une transi- 
tion se soit produite à l’instant t est donnée, d'après la signifi- 

cation même de la fonction R, par la quantité 

I R ( , . . . , ttri t , • • • > *+* i , • • . ) 0 1“* 


Pour suivre l’évolution de cette probabilité pendant un certain temps, 
nous pouvons utiliser l’équation a^prjj^jLÎmative 



( 2 ) 
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car, si est une perturbation faible, ce que nous supposerous, 
R(//,, «n, n,n, t) reste assez longtemps sensiblement 

égal à I , les a»itres valeurs de R restant sensiblement nulles. 

La relation de l’équation ( 2 ) telle que la valeur initiale 

R ( , , n„ ~iy -h i , .... 0 ) 

soit nulle est 

' r g I 

(3) R( - 1 n„y-hi /) = IL//« V'^/( «//» + !) r; 

• (I ni 

Pendant l’intervalle de temps où cette solution est valable, l’expression 
de la probabilité pour qu’une particule ait subi sous l’action de la per- 
turbation pendant l’intervalle de temps t la transition n > m est 

( ,| » I lu n„ 1 /U/,-4- I. . . . , / ') 

= ( ' ^1 ' )î [ ' a' ' ' A 


Cette probabilité est proporiionmdle au carré de l’élément de matrice 
et c’est ce qui donne à cette quantité une importance particulière. 

11 peut arriver que certains 11,,'j, soient nuis. Cela signifie que la tran- 
sition n > m ïiQ peut s’efl'ectuer direclemeni : il n’en faut toutefois pas 
conclure que le passage de l’état n à l’état m soit impossible, il peut 
s’elFectuer avec étapes intermédiaires, par exemple avec une étape inter- 
médiaire dans un étal p si et sont différents de zéro. Plus géné~ 
râlement, nous supposerons qu’il y ait plusieurs états p possibles suivant 
le schéma 




w . 


Dans ce cas, l’équation ( 2 ) doit être remplacée par les équations^ 


(T)) 


! 

J/ 


R( /<!, n„ 1, . . . , Hf, 


f.r.f 

_ 






t) 


fhi ~ I •••’ '^m-4-U ..../) 

X R («1 n„ — i, ..., .... /!,«, 
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L’intégration de la première équation (5), avec la condition initiale 

(«i, ■ y ^ n,t ï . . . . , I , . . . , fini, . . . , ô) == n, donne 

-h I. . 


et la seconde équation devient 


( 7 ) n„-~i 


n 


' ^ ^ /'*t( \ 


[ I) 

!'-/( - J’v/ 


D’où, en intégrant avec la condition initiale 

.//„ !. . n^, , _l_ I 

il vient 


( 9 ) 


Posons 

(lo) 


IU/^1 


.V 


n.î.iiA T— 

P V '/// H- I ) ( rif> - 


• ■ O 









nous trouvons pour la probabiliu^ de passage de l’état n à l’étal m dans 
l’intervalle de temps o i-t par l’intermédiaire de l’un quelconque des 
étals P une expression de la forme 

(il) I H(«,, . . //,j - - I /i 7É,,, -f- I /,[> 

les termes non écrits n’intervenant pas eireclivement dans les calculs 
usuels. * • 

On pourrait développer des calculs analogues pour les cas où le pas- 
sage 71 ->m s’cffectuèrait avec plusieurs étapes intermédiaires succes- 
sives . 
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2. Probabilité# de liansition par millé. de La notion de 

probabilité de transition par uhilé de temps intervient quand oü a 
affaire à des spectres continus. 

Supposons que l’état final m appartienne à^4in intervalle extrêmement 
petit AË i’un spectre continu et plaçons-nous d’abord dans le cas où la 
transition n->m est directement possible. A|0r$ la probabilité totale du 
passage de l’état n à l’iin quelconque des états mde l’Intervalle (j’énergie 
K <► E h AE sera 



Par délinitiüii, la probabilité de transition par unité de temps sera 


(l'M 


•‘AK.n- lua 


f 


si cette limite existe. 

Or, on voit facilement que si E,» n’appartient pas à rintervalle AE, la 
quantité Pae,«( 0 prend pour t. ^oo une valeur constante proportionnelle 
à AË, tandis que si E^^ appartient à AE, les éléments de l’inlégràle ( 12 ) 
correspondant aux valeurs de E voisines de E„ sont prépondérantes et 
la limite de P^K,n(0 comme t pour t très grand. Dans le premier 
cas, la probabilité de transitiou par unité de temps est donc nulle, dans 
le second elle n une valeur finie. 

Plus précisément, si E^ appartient à AE, les éléments d’intégration 
extérieurs à l’intervalle ôE E — E^ apportent à l’intégrale une contri- 
bution négligeable dés que le temps t est très supérieur à la valeur 



Ainsi, il n’y a probabilité do passage par unité de temps sensiblement 
différente de zéro que vers les états m du spectre continu dont l’énergie 
est presque égale à l’énergie E^ de fétat initial, ce qui permet d’écrire 
PE„«é la place de P^6,„. 

Ce résultat exprime la conscrvxtioei de l’énergie en Mécanique ondu- 
latoire et l’on voit qu’aprés avoir attendu un temps ât à partir du début 
%de la perturbation, on ne peut prévoir l’énergie de l’état final qu’avec une 
incertitude qui est au moins égale à C’est là un aspect de ce que 
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l’on nomme s<l|kenl la qèi 


TIONS ENTRE MATtèSE ET RAytlNNUpl^Nt. J[ 6 l 
relation d’inperttiude d’Heisenberg. 


]p!raiiquement, %^nservat^mVénergie est réalisée presquf instanta- 
nément et l’on p^nl ^|pe què|||pirobabilité de transition par unité de 
temps n’a une valeur ^Iférente de zéro que si l’état final m a même 
énergie E„ que l’état io^lal. L’expression de celle probabilité est la sui-'^ 
vante 


04) Pe.,«= lîm 

r n* f 




-*)?( K//) f 




;;(E- 


dK, 


K.) 


car l’élément d’intégration contenant la valeur E = E„ est entièrement , 
prépondérant dans l’intégrale (*2), et l’on peut, sans erreur sensible,* 
remplacer p(E) par p(E/, ), puis étendre l'intégration à toutes les 
valeurs de E. 

En posant u ~ (E — E„)^, il vient 


1 Â 

(» j) = fini 7 - 7 —- ; H 

ri- 


/ /T. X * sin-M 

-+- I)p( K„). 


du 


Telle est la formule fondamentale donnant, dans la théorie superquan- 
lifiée, la probabilité de transition par unité de temps quand l’état final 
appartient à un spectre continu et que la transition de l'état initial à 
l’état final est possible directement. 

Si c'est l’état initial n qui appartient à un spectre continu, la transi- 
tion n ym étant toujours directement possible, on trouve 

(»<> ) = J- ! H,,!,', E,;,). 


Si le passage n > m n est pas directement possible, mais peut 
s’effectuer avec étape dans un état intermédiaire />, il faut reprendre le 
calcul en partant de la formule (11). Mis à part certains cas exception- 
nels où il y aurait résonance entre les états m et /?, les termes non 
écrits de la formule (i i) ne donnent aucune contribution appréciable et 
l’on peut les négliger. On obtiendra donc les formules applicables ici 
en remplaçant dans (i 5 ) et (16), les quantités et \/nn(nm 4- 1 ) res- 
pectivement par et \/nn{nm*¥'i) {np-^ 1), ce qui donne 
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11 est très important de remarquer qu’il y a encore tonservation de 
Ténergie dans le processus global de passage de l’état nkm^ mais qufil 
n’y a pas nécessairement conservation de l’énergie dans les processus 
partiels n->p ei p -y m. 

On [mui^ait naturellement généraliser la théorie pour les cas où le 
passage n s’efFectuerait avec plusieurs étapes intermédiaires suc- 
cessives, On aboutirait ainsi à une classification des phénomènes de 
transition qui a une grande importance dans Tétude des phénomènes 
d’interaction entre matière et rayonnement. Les processus de transition 
directe n > m sont dits du premier ordre : leurs probabilités sont des 
fonctions du second degré des éléments de la matrice Les processus 
de transition du type n ^ p m avec une étape intermédiaire sont dits 
du deuxième ordre : leurs probabilités s’expriment par des fonctions 
du quatrième degré des éléments de la matrice I1<'L l’ius généralement, 
les processus de transition faisant intervenir /v — i étapes intermé- 
diaires sont dits du /r'"”’ ordre (îI leurs probabilités s’expriment par des 
fondions de degré 2 /. des éléments de la matrice Ib’’. 


d. Équation d’évolution de la fonction 11 pour le système électron- 
rayonnement. ~ Nous savons que pour le système électron + photon le 
terme perturbateur de l’Ilamillonieii })eut s’écrire ( ' ) 


(18) 






o(,R — D 


avec 


K = 



h 

4 ;: 


Nous savons aussi, d’après le dernier paragraphe du précédent Cha- 
pitre, ([ue ce terme perturbateur peut se décomposer en deux parties, 
Tune relative aux ondes transversales, l’autre aux ondes longitudinales, 
suivani le schéma C**), 




b 

(‘) Formule (i(î) du chapitre X. 

(*) La difficulté ijignal^e p. loô pour la méthode de variation des consumes sans 
secomle quantification n’existe plus ici si Ton pose a priori comme postulat la validité 
de l’équation (i). 
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. ' A 

Pour introduire dans ce problème la seconde quantification, il serait 
logique de l’appliquer à la fois aux électrons et aux photons. Néanmoins 
pour n’avoir pas à introduire le formalisme assez compliqué de la 
seconde quantification pour les électrons, on peut se contenter, comme 
on le fait usuellement en théorie quantique des champs, d’introduire la 
seconde quantification pour les photons. 

Si Il(n„, . . . , /i,, . . . , est la fonction de répartition des photons, 
on se contentera d’écrire comme équation d’évolution pour 11 

(21) ///- /, 

V II • — 

= 'h'm'Jiu V /</(/'/'-*- l - 0//' ) 

rin',lm 

x , iii — x . . . . , ///«-+- 1 t )(‘ ‘ 


les éléments de matrice étant définis, à la manière de Schrôdinger, par 
les fonctions propres débarrassées des facteurs exponentiels dépendant 
du temps. 

Mais nous savons ([u’en raison de la valeur pratiquement inlinie 
de No, nous pouvons ne garder au second membre de l’équation d’évo- 
lution que les termes où l’un des indices est égal à zéro. Nous poserons 
donc 


( 2 '^') .. ,///, ...,0 

= ^l 2"'"'"'-" 

L m'm 


I) • I ///-h I, /) 


X C " 


H *) fit - I. .... t) 




et nous avons vu que l’on a (car «o4 - 1 ~ n,,) 


( 23 ) 


llow',//« ^ J ^ 


r/r, 


V/ et Al étant les potentiels attachés à l’onde l (définis à l’aide de la 
constante K = K' et VJ et AJ étant les quantités complexes conju- 
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guées. On pourra d'ailleurs décomposer ces expressions en termes se 
rapportant aux ondes transversales et ne contenant que les composantes 
transversales du potentiel-vecteur et en termes se rapportant aux ondes 
longitudinjpiles et contenant seulement le potentiel scnilairc et ia compo- 
sante longitudinale du potentiel-vecteur (* ). 

Far la’méthode esquissée au paragraphe précédent, l’équation d’évo- 
lution de R permet d’étudier les transitions provoquées par les inter- 
actions entre matière et rayonnement. D’après ce qui vient d’être dit, 
celte étude peut se décomposer en l’étude des effets des ondes transver- 
sales et en celle des effets des ondes longitudinales. Dans ces études, 
on aura d’ailleurs à distinguer les processus du premier ordre s’opérant 
directement sans étape intermédiaire, les processus du second ordre 
s’opérant avec étape dans un état virtuel intermédiaire..., les processus 
du ordre s’opérant avec étapes dans n — i états virtuels intermé- 
diaires'^ etc. 

Dans tous les cas, ati bout d’un temps extrêmement court la conser- 
vation de l’énergie sera réalisée dans le processus global de passage de 
l’état initial à l’étal final, sans d’ailleurs que celle conser\ation ait lieu 
nécessairement dans les états intermédiaires. Finalement, l’énergie 
perdue (ou gagnée) par le photon est toujours gagnée (ou perdue) par 
l’électron. 

4. Interactions matière -rayonnement dues aux ondes transversales. 
— Nous avons fait une étude assez détaillée de l’actiou des oudes trans- 
versales au tome II de notre Nouvelle théorie de la Lumière. Elle 
montre que les phénomènes d’émission et d’absorption de la lumière 
par la matière ainsi que l’effet photoélectrique sont des processus du 
premier ordre s’opérant directement sans passage par un état virtuel 
Jnterpédtaire, tandis que les phénomènes de diffusion (diffusion cohé- 
rente de Rayleigh, effets Raman et Compton) sont des processus du 
second ordre impliquant l’intervention d’un état virtuel intermédiaire. 
Des processus d’ordres supérieurs au second se présentent aussi dans 
cette théorie : ainsi l’émission par onde d’accélération (fond continu 


(>) On remarquera ici, ce qui est très important^ que les polentiels et qui 
iiUerviennent dans rîéquation d'évulution ) g|K>nt précisément les potentiels défini» 
pnr la Mécanique outdulatotre du photon sans seconde quantification. Ce sont donc les 
grandeurs éleotromagnétiques complexes des types F et F* (et non leur valeur moyenne 
dans Tespace des n) qui règlent les probabilités de» transitions quantiques : ceci monti'e 
que ce sont las grandeurs complexes qui sont les véritables grandeurs électromagné- 
Û^ue» de l’échelle microscopique. 
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des rayons X par exemple) est un processus du troisième ordre impli- 
quant l’intervention de deux états virtuels intermédiaires. 

Les expressions que fournissent les calculs pour l’intensité de ces 
divers phénomènes se raccordent avec celles que faisait prévoir l’appli- 
cation du principe de correspondance en partant des formules fournies 
par la théorie électromagnétique classique du rayonnement : elles sopt 
en bon accord avec l’expérience. 

Sans insister sur le détail des calculs, nous nous bornerons à rappeler 
un point important. Les formules du paragraphe précédent montrent 
que la probabilité d’absorption d’un photon, primitivement dans l’état 
d'énergie E/, est proportionnelle à la valeur initiale de ///, tandis que la 
f)robabilité d’émission d’un photon d’énergie E/ est j)roporlionnelle à la 
valeur initiale de n/-i- i. Ce fait se rattache directement au célèbre rai- 
sonnement qui a permis en igiiÿ k Einstein de relier la loi du rayonne- 
ment noir de Planck à la loi des fréquences de Bohr. 

Einstein envisage un très grand nombre d’atomes de même espèce se 
trouvant en équilibre thermodynamique avec le rayonnement noir 
ambiant dans une enceinte maintenue à la température uniforme T. 
Soient E„ et E„j>E/, deux niveaux d’énergie quantiliée de ces atomes. 
Désignons par N„ et N,;, les nombres d’atomes dans chacun de ces étals 
quantifies. Si nous admettons la loi des fréquences de Bohr, les atomes 
qui se trouvent dans l’état d'énergie E,„ peuvent passer dans l’état 
d’énergie E,, en cédant au rayonnement un quantum /iv/=:E„i — E„ 
d’énergie radiante de fréquence v/ et inversement les atomes cjui se 
trouvent dans l’état E,, peuvent passer dans l’état d’énergie supérieure E,„ 
en empruntant au rayonnement un quantum hvf d’énergie radiante de 
fréquence v/. Le second processus se produira en moyenne par unité 
de temps un nombre de fois qui sera proportionnel : i'* à N„; 2® au 
nombre moyen «/de photons dans l’état d’énergie /tv/. De même, le 
premier processus se produira en moyenne par unité de temps en 
nombre de fois qui sera proportionnel : i" à N,„; 2" en nombre moyen fie 
des photons d’énergie hvi augmenté d*une unité. Pour que l’état 
d’équilibre ne soit pas troublé par ces échanges d’énergie entre matière 
et rayonnement, ce qui est thermodynamiquement nécessaire, il faudra 
donc avoir 

* ♦ 

(24) N,„(«/-m) = 

D’après la loi de répartition bien connue de Maxwell-Boltzmann^ dans 
un état d’équilibre thermodynamique caractérisé par la valeur T de la 
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lempéralure absolue, on doit avoir 


(•}.5 } 


h. 


K 


e 



C 


h 'fl 

e*T, 


la dernière expression provenant de la loi des fréquences de Bohr. 11 en 
résulte que 

Av/ 

( ) /< / -f- 1 = // / <î* , 

ou 

(■^7; 

e l 'T __ , 


Tel est le nombre moyen des photons d’énergie Av/ dans le rayonne- 
ment noir à la Umipéralure absolue T. 

Si Ton considère un très petit intervalle spectral ôv, le nombre des 
états distincts dont des phofons enfermés dans une enceinte vide de 
volume e sont susc(îplil)les et dont les fréquences so|it comprises dans 
l’intervalle s[)eclral très fxMil 3v, est d’après une formule établie par 
Sir J. II. jeans 

(28) Î^Svi>. 


Chacun des états possibles étant occupé en moyenne par le nombre ( 27 ) 
de photons dans l’état d’équilibre thermodynamique à la température T, 
il y aura 




m. 


8 ;cv* 


- fhv 


photons ayant des fréquences comprises dans l’intervalle spectral 
V — V -f ^v. Comme év est très petit, chaque photon de cet intervalle a 
sensiblement l’énergie Av et l’on obtiendra la densité spectrale de l’énergie 
dans le raisonnement noir en multipliant par Av le nombre des pholons 
de l’intervalle ^v, puis en divisant par c, ce qui donne 




p(v) 6v = 


8 îcAv* 


-av. 


c’est-à-dire la formule bien connue de Planck. 
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Le l'aisonneinent précédent a ici pour nous le grand intérêt de nous 
montrer comment la formule de Planck dérive de l’introduction des 
facteurs /// et «/+ i par la théorie de la seconde quantification appli- 
quée aux pilotons considérés comme des particules à fonctions d’onde 
symétriques. 

5. Interactions dues aux ondes longitudinales. — Les ((‘nues corr(?s- 
pondant aux ondes longitudinales dans l’équation d’évolution de 11 son! 
susceptibles d’une interprétation particulière qui est bien (connue en 
théorie quantique des champs : ils corrcspondimt aux actions éh‘ctro- 
magnétiques entre particules chargci^s et notamment aux actions Cou- 
lombiennes. Mais dans la théorie quantique des champs sous sa forme 
usuelle, cette interprétation a quelque chose d’un peu [jaradoxal. Ln 
ellct, la théorie des champs admet que l’on a rigoureusement p.„ - n et 
elle postule l’invariance de jauge qui enlève toute réalité physique aux 
potentiels. Or si /Jt,» — o, les champs des ond(\s longitudinales sont nuis 
et Tonde longitudinale se réduit toujours à une onde de potfuitiels. Si 
donc les potcnli('ls n’ont aucune réalité physique, ces ondes peuvent 
être considérées comme inexistantes et il est paradoxal de les faire 
intervenir pour expliquer quoi que ce soit. Kn Mécanique ondulatoin* 
du photon, où nous admettons que fx,, n’est pas rigourcusemenl nul et 
que les potentiels ont un sens physique, les ondes longitudinales com- 
portent à la fois des potentiels et un champ électrique : elles ont donc 
un sens physiqm^ et leur intervention pour eipli(juer certains phéno- 
mènes cesse d’être paradoxale. Ici la supériorité du point de vue d(î la 
Mécanique ondulatoire du photon sur celui de la théorie quantique des 
champs nous paraît certain (*). 

!Vous allons donc calculer, en Mécanique ondulatoire du photon, 
l’interaction de deux particules électrisées de charges e, et c-j par 
l’intermédiaire des ondes longitudinales. Nous désignerons par i l’état 
initial du système formé par les deux particules et le rayonnement et 
par / l’état final de ce système. Nous savons que la probabilité d'une 
transition faisant passer le système de l’état i à Tétat / par l’intermé- 
diaire d’un état virtuel p est fournie par le carré d’un élément de 


(‘) Beaucoup d'auteurs disent que les ondes longitudinales ne sont pas quanliüées 
puisqu’elles se trouvent éliminées quand on introduit à leur place l’énergie coulom- 
bienne* Nous ne partageons pas cette opinion. Le fait même d’interpréter l’interaction 
coulombienne par des échanges virtuels de photons montre que l’on admet l’existence 
des photons longitudinaux, donc la quantification des ondes longitudinales. 
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matrice dont l’expression est 



lî^'^ étant la matrice d’interaction correspondant au potentiel pertur- 
bateur qui provoque les transitions. 

Considérons donc l’onde électromagnétique longitudinale définie par 
le vecteur k. Prenons l’axe des z dans la direction de k. Nous avons 
comme expressions des potentiels longitudinaux 








k 


( I> = ' kr ). 


La transition élémentaire par laquelle la particule de charge €j(j= i , 2) 
cède de l’énergie et de la (juantité de mouvement à l’onde longitudinale 

considérée en passant d’un état m de quantité de mouvement Km — 
à un état m' de quantité de mouvement K,,,/ — a une probabilité pro- 
portionnelle au carré du module de l’élément de matrice (* ) 


(3-i, 






où et sont les amplitudes pour l’état initial et l’état final de la 
particule électrisée. 

Sur l’expression (33), on voit que la transition n’a une probabilité 
différente de zéro (|ue si 

— Km kj 

c’est-à-dire s’il y a conservation de la quantité de mouvement. Mais il 
est facile de vérifier qu’il n’y a pas alors conservation de l’énergie : cette 
transition ne peut donc pas se produire seule. Par contre, deux transît 
lions de ce type, dont chacune conserve la quantité de mouvement sans 
conserver l’énergie, peuvent se produire successivement en formant au 
total un processus qui conserve à la fois l’énergie et la quantité de mou- 
vement et dont la probabilité sera donnée par le carré du module de 
l’élément de matrice (33). 


(*) Nûut avons au tecoiu! membre supprimé les indicée l pour k et k. 
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Nous allons considérer un tel processus formé par deux transitions 
successives subies par l’une, puis par i autre des particules et ayant 
comme résultat global qu’une énergie E et une quantité de mouve- 
ment “ sont cédées par la particule (1) à la particule (2). Ce 
processus peut s'effectuer de deux manières différentes que nous allons 
successivement analyser. 

Voici d’abord un premier mode d’accomplissement de cette cession 
d’énergie et de quantité de mouvement. La particule (i) subit d’abord 
la transition (01) *(i) en cédant à l’onde longitudinale considérée une 

k /i 

quantité de mouvement — • Comme il doit y avoir conservation de la 
quantité de mouvement, nous aurons 

(T)) = 

Le photon ainsi émis sur l’onde longitudinale k sans conservation de 
l’énergie est ensuite absorbé, toujours sans conservation de l’énergie, 
par la particule (2) qui passe ainsi d’un état (02) à un état {2) avec 
conservation de la quantité de mouvement exprimée par la relation 

( i6 ) Kj — Koa = k. 

Le processus global doit conserver l’énergie, ce qui nous donne 
( ’j- , K = !•;<„ - !■:, = 1 ',,- E„, = K — , 

2 TC 

équation qui définit les grandeurs E et K. 

L’élément de matrice correspondant au processus global est donc 


(Oi.oi 

■f 

Kl- 

Lp 


avec par exemple , 

(39) etc. 

'* U, 

OU encore ( * ) 

( 4 0) ^'(«3)1,01^ 02 • 

; fT^T ■ 


hc 

( * ) Car E.- Ep == E,. - ( E. Av)= ( K - Ar) d’après ( 37 ). 
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Mais l’équalioa de conlinuilé 


(in 


ât 


-t- divf«v« == 


O 


appliquée sureessivement aux transitions (oi)-)-(i) et (02) -v (2) 
donne 


( i'i I 

d’où 

(13) 


K(i — k ( « 3 ) 1 , 01 , l'^(i) 2 ,oî, = I k 1 (« 3 ) 2,011 


< «3 )/,.»/ _ _K 
(i)/,o/ ~~ k 


<y = j,v) 


cl par suite 


< 14 > -(Ui.ot - V^/‘ (a-.)i.oi r^ («)i .«2 -H #(«3 )î.«s 

d’où enfin 



(in 




> k f, 1 » K 


x[ 


k 

sik 


^1'.. 


i( «)•.>.< 


Voici maintenant une seconde manière d’opérer entre les deux parti- 
cules chargées le même échange global d’énergie et de quantité de 
mouvement. Tout d’abord, la particule (2) augmente son énergie de E 

et sa quantité de mouvement de k^en passant de l’état initial (02) à 
l’état (2). Comme il doit y avoir conservation de la quantité de rnouvo- 
menl, cette particule doit céder l’impulsion — ^ l’onde longitudi- 
nale — k sous forme d’un photon de recul et l’on a bien, en accord 
avec ( 36 ), 

Koj-K:j=-k. 


Le photon ainsi émis sur l’onde longitudinale — k sans conservation 
de l’énergie est ensuite absorbé par la particule (i) qui passe alors de 
1 état (01) à l’état (1); il y a alors bien conservation de l’impulsion 
puisque Ton a d’après ( 35 ) 

il est évident que le processus global conserve aussi l’énergie puisque 
( ) Ëf] -4- Eft 9B El -f- Ej. 
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Ici, nous avons 

( ) K, — z= K*, — ( E; Av) = - - E - //V œ — ( /,' -f- K ). 


Comme les formules de normalisation sont visiblement les mêmes pour 
l'onde k et pour l’onde -- k, rôlôment de matrice correspondant à ce 
second processus global est donc 


( ‘ h >) 




/ "F" 

/ 


(l)i.oi-+-É(a- 




k 



La conservation de rélcctricité fournit encore la relation (4^), ce qui 
nous conduit iinalernent à la formule 


( ‘D 


(îjii;, = — ^’i : 


^riki 

+ 4 v/ / >' 4 


( I )l,OI ( 1 )ïjtî‘ 


Au total pour l’ensemble des deux processus, la probabilité du 
transfert de l'énergie E et de la quantité de mouvement k-^^^ de la 

première à la seconde particule par l’intermédiaire des ondes longitudi- 
nales sera déterminée par l’élément de matrice 




h L V 


v/A |k| 

I |lk: 5 - 4 -/Kp 

jki2 K*— A‘^ 


( Ol.ül (Us.OÎ 


Ici, nous allons faire intervenir une approximation qui concorde avec 
les hypothèses habituelles de réleclrostalique. On peut voir aisément 

que K est l'énergie que perd l'une des particules quand elle cède au 

rayonnement l’impulsion k,~* Il en résulte que pour les particules 

suffisamment lourdes, cette énergie est pratiquement négligeable, 
autrement dit que les particules ne sont pas sensiblement mises eE 
mouvement par les processus considérés plus haut : on a alors le cas d« 
Téléc Iros ta tique. Pour étudiei c% cas, nous devons poser K = o dani 
Texpression (5o), ce qui nous donne 


H/.-- 


' ( 1 ) 1 , 01 ( 1 ) 5,02 


(53) 
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et, en tenant compte de la relation fondamentale /.*= |k |^-f A J 

('» 4 ) II/-, ==-~ ('1)1,01 (Os, oï ^.2 (Oj,o»(Oi,oî. 


L’élément de matrice obtenu se compose de deux termes : le premier 
dépendant de po 6 st caractéristique de la théorie du photon, mais le 
second, étant presque indépendant de po, doit avoir une interprétation 
classique. Laissant de côté pour l’instant l’étude du premier terme sur 
laquelle nous reviendrons ensuite, nous allons montrer que le second 
terme de ( 54 ) correspond à l’existence entre les deux particules de 
rinleraclion Coulombienne légèrement modifiée. 

s 

6 . Le potentiel de Coulomb. — Nous voulons interpréter le second 
terme de que nous écrirons 

(55) / J (Oi.oi(» ^ 2,02 


ou, d’après la conservation de la quantité de mouvement dans la transi- 
tion (0 1) “> ( I ) 


(50) 




l 

V ’ K«i — Kl " *+■ /i (i 


( I )t, 0 l ( Oî.oi* 


Soit r = |ri3 1 = |ri — Fa | la distance des deux particules. Considérons 
le potentiel 


en unités d’Heaviside : c’est le potentiel de Coulomb, complété par un 
facteur exponentiel qui est très peu différent de zéro pour une distance 
pas trop grande. Nous allons calculer l’élément de matière correspondant 
à la transition globale (oi)(o2)->-(i)(2) du système des deux particules 
et nous constaterons que cet élément est égal à ( 56 ). 

Les ondes planes correspondant aux états (01,02) et (1,2) sont, en 
omettant le facteur de temps et en normant toujours dans le volume v 

a is 

L’élément de matrice à calculer est donc 

r * 


( 59 ) 
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En prenant comme variable d ^intégra lion 

(60) ri2 = ri-ri, 1,2 = ri h- r». 


cette expression s’écrit 


(Oi) (1)1,01(1)2,0'-! 



Ki-^ Kt K., I ^ J K.- Kp . 


L’intégrale en S12 n’est différente de zéro que s’il y a conservation de la 
quantité de mouvement et, dans ce cas, elle est égale à 8r. L’élément de 
matrice cherché est donc 


(62) 



Tl! «-/riïli )i.oi(i 


Pour faire l’intégration en Fiai prenons le vecteur iCi — Koi comme 
axe polaire : nous trouvons 


((i 3 ) 


= (l)l, 0 l(J )2 


f't 1'^., 

= r ^(Ol 01(1 >: 


,02 '-> :c f -—»/■- 'Z'* f ''' ' 

K. K „,\ r-,‘-r 


0*^^ sin 0 
Kl- -Koil/' 

^ L dr 


“(ï )l,0l(l)i>02 


Kt Koii‘‘'-+-^o 




Nous retombons bien ainsi sur l’expression ( 56 ). 

Nous sommes donc parvenus au résultat suivant : en raison des inter- 
actions entre le rayonnement et les particules électrisées, tout se passe 
comme s’il existait entre deux particules chargées de charges Ci et 
situées à la distance r l’une de l’autre une action électrostatique dérivant 
du potentiel quasi coulombien 


toujours en unités d’Heaviside. 

Étant donnée la valeur extraordinairement petite que peut au 
maximum posséder la masse pLo(po ^ il faudrait se placer à 

des milliers de kilomètres d’une chai^ge électrique pour que le facteur 
exponentiel commence à être un peu différent de Pupilé. C’est dire que 
le potentiel V< se confond pratiquement toujours avec le potentiel de 
Coulomb. 


7 . Jjb putentiel de coïncidence. — Il nous reste à interpréter le 
premier terme de l’expression (04)2 ce que nous ferons en suivant la 
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même voie que pour le potenüel Coulombien. Nous allons, en effe 
montrer que le terme en question représente l’élément de matri< 
qui, pour un potentiel proportionnel à 5(r), correspond à la trans 
tion ( 01 , 02 ) ->( 1 , 2 ) du système des deux particules. 

Pour cela, nous n’avons qu’à reprendre des calculs analogues à cei 
du paragraphe précédent. S’il existe un potentiel de la forme 

((>■)) A û(ri2)= Ao(;ri- 


entre les deux particules, l’élément de matrice à calculer est 
jj o(riï)r/iiKr K«>'r,+{K»~K*,tr,V/ri f/r2( l)i.oi Ü ) , 0 ;. 


En introduisant comme précédemment les variables Tia et Sia, il viei 




, K,-+K-K>,- K,,. 


, Ki-K,-Ko>^ K«, 


L’intégrale en S 12 n'est diüérente de zéro que s’il n’y a conservalio 
de la quantité 4e mouvement et vaut alors On a donc 

d’après les propriétés de là fonction ^(ria). 

11 suffît alors de poser A= — ^^pour retrouver le premier term 

4«1 ’expression (54) de Nous pouvons donc interpréter ce terme e 

'disant : tout se passe comme s’il existait entre les particules (i) et ( 2 ^ 
en plus du potentiel électrostatique quasi coulombien (64)i un autr 
potentiel d’interaction sialique de la forme (‘) 

((*>9 ) V5(/-) =— SS — û{;ri — ^« ) S( Vi — ) o(si — z»). 

A'ô 

Ce potentiel dépend à la fois de la constante h des quanta et de 1 
masse propre du photon toutes deux contenues dans la défiuitio 
de A«. Il est nul pour toute distance finie des particules, mais serai 
infini si les deux particules se trouvaient au même point de l’espact 
On peut doue le considérer comme wn potentiel de coïncidence. 


(*) Dans une Nouvelle théorie de ta Lumière, l. Il, p. ij 5, on a imprimé pa 
erreor S(r„) au lieu de 8(ri,), ce qui peut prêter à confusion. 
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Le potentiel Va peut d’ailleurs s’exprimer aussi par la formule 

(70) V.{/-)= — -i -5 (r), 

Aô 27 :/' 

où o^(r) est la dérivée par rapport à r de la fonction singulière o de 
Dirac de l’argument r(‘). L’emploi, un peu hardi au point de vue de 
la rigueur mathématique, de celte fonction ô'(r) conduit, comme l’a 
montré M. Dirac liii-mème, à des conséquences exactes. L’application 
à ô'(r) de la formule d’intégration par parties permet de lui attribuer la 
propriété qu’exprime la formule 

(7O f f \ /' ) o'{/' ) f//’ = — f /’'(/•) o( rj //r = — ,/’'(<>), 


Pour voir que les expressions (69) et (70) sont équivalentes, il suffit 
de montrer que les fonctions o(r) et sont elles-mêmes 

équivalentes, c’est-à-dire en somme qu’en appliquant à une fonction f(r) 
les opérations ^ à(r)dT et on obtient le même 

résultat. » 

Or, la définition de o(r) donne tout d’abord 


(72) f( /')B(T)(fr = l' /( r)o(x) o( y )t( S) dr dy f/z =::/((}), 


puis en tenant compte du fait que y (r) =/( | r j ) est une fonction paire 
de r 

(73) f /('•»(-- 

= = o'{r)/(/')rdr 

— I /'/' {/■ f i /' = /(O )• 


L’égalité des résultats (7:^) et (73) démontre l’équivalence annoncée. 

En adoptant l’expression (70^ de Vj on obtient pour le potentiel 


(>) Notre attention a été attirée snr ce point par nn travail de M. Gérard l’etiau. 
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* électrostatique total 
(74) V(r)» Vi(r)-+- V 2 (/-)= 

• '1 ^ L 


iîSÏD] 

Ag j* 


A toute distance qui n’est ni nulle, ni extraordinairement grande, le 
potentiel se réduit au potentiel de Coulomb • 

Nous avons signalé ailleurs (') comment l’apparition du potentiel de 
coïncidence est en relation avec le fait qu’en Mécanique ondulatoire du 
photon, divE n’èst pas nulle, mais égale à A JV et nous avons souligné 
l’intérél de celle constatation. 


8. Formule de Môller. — Nous avons calculé l’expression de 
l’élément de matrice 11)^ relatif à l’interaction des deux particules par 
l’intermédiaire d’une onde longitudinale de vecteur k. Nous voulons 
maintenant calculer les termes supplémentaires qui s’introduisent si 
l’on tient compte aussi des ondes. transversales. 

Les potentiels normés représentant Tonde transversale de vecteur k 
quand la direction de propagation est prise pour axe des z sont 

^'=1/^7'’ 

Nous devons faire des calculs très analogues à ceux des paragraphes 
précédents et, en particulier, nous devons encore distinguer les deux 
modes d’échange d’énergie et de quantité de mouvement entre les deux 
particules rencontrées plus haut. Dans le premier mode d’échange, 
on a 

( 70 ) E<-E,= 

et l’élément de matrice pour le processus global d’échange d’énergie et 
d’impulsion par l’intermédiaire de Tonde transversale s’écrit 

> i,, C| es ftc («1 )i,flii(at )s.os'+' (*s)i.o»(ûis)i.os 

(77/ \ 

— (as)i.oi(«a)s.oa 

TXr K — k 

On calculera de même l’élément de matrice (a|H^/relatif à l’action des 


(‘) Voir NoaveUt théorie 'àe la Lumière^ t. H, 'p, laS-ia;. 
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oades transversales dans le second mode.» d'échange d’énergie et 
d’impulsion pour lequel ôn a 

(77) E,-E,,= :^f(h + /i) 

' ‘XZ ’ 

et l’on trouvera 

(78) ,j,n7 — - oiia^ ).,»* 

f, RTT 

Finalement, pour l’interaction totale par rintennédiaire des 04 des 
transversales ± k, l’on obtient 

( 7.) ) H'/v = miHV, -+- .. U'n = (M(at )..»* -f-iaa ), 

»’ K-' /t ’ 

puis, en ajoutant l’interaction quasi coulombienne Vi due aux ondf.s 
longitudinales 


( 80 ) 




( I )| (Il ( I )2 .l'2 


^ ®l h 01 ( ^1 • 2 . 02 “^ ( )| ((|( a 2 l"2 02 

K‘i - X-' ^ 


soient alors et a, 2 , les vecteurs dont les composantes rectangulaires 
sont 


(«1 )|,(.|(a2 )i^0|( ai ), 0, et < ) 2 , 02 < *2 ) 2 .ü 8 ( a ! ) 5 . 02 . 


Le produit scalaire 

(81; (a,i) .a,j) ) = (ai )i,«i( ai ')2.o2->- < «2 )i,oi(a2 )2,02-+- < «n »i,oi ( «n ^2 oa 


est invariant pour une rotation des axes de coordonnées, ce qui permet 
de l’évaluer en plaçant l’axe des z dans la direction du vecteur k. Or, 
nous avons vu que dans l’un et l’autre mode d’échange des énergies et 
des impulsions, les relations (43) étaient valables, ce qui nous donne 

(82) ( 3 ti ) 1,01 ( 0^1)2,02 (®2 )l,01 ( *2 )2,«2 = (®(1 1 .<*(21 ) — ( a„ »i^oi (*2 >5 0 ' 

N Ki' 

— )i , 01 ( 1 ) 2 , 01 , 

d’où, en portant ce résultat dans (8o). 


(<^3) 





(i)i,or(t)j, 


^ ^ 1 

a(ifa(2) I 

FTkt j* 


Si nous négligeons les termes ennJ,«ous obtenons la formule valable 
dans tout sjstéme de référence Galiléen 


Wl 


HVf = 


e\ et (i )i.ot(i)2,o2— )>.02-~( «2 )i.oita,)2.„a*~(a3 h.oi^as «2 

,, F— K» ~ * 


U>i;f8 »B BROOLIB. 


tt 
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C’est la formule de Mdller. Ou peut l’interpréter aisément. Le 
rapport est une correction de relativité de l’ordre de • Si l’on 

néglige cette correction, ce qui revient à admettre la propagation 
instantanée des actions électromagnétiques, on peut barrer K- au déno- 
minateur de (84). De même que le second terme de l’expression (54) a 
pu s’interpréter par l'existence d’un potentiel pratiquement identique 
au potentiel de Coulomb, les trois derniers termes de (84) pourront ici 
s’interpréter comme traduisant le fait que les deux charges électriques 
en mouvement sont équivalentes à des courants de convection exerçant 
l’un sur l’autre les actions bien connues de Laplace et que, de plus, ces 
charges ont des moments magnétiques propres (dus au spin) possédant 
une énergie mutuelle. C’est ce qu’on prouverait aisément en rappelant 

la signification physique de la matrice vecteur a qui en théorie de 
Dirac, correspond au courant total dù au mouvement d’un électron, 
c’est-à-dire à l’ensemble du courant de convection et du courant lié à 
l’existence du magnétisme propre (^). On voit ainsi que la formule de 
Molier représente, dans la limite des approximations admises, les 
interactions électromagnétiques des deux particules électrisées en 
mouvement. 

11 est intéressant de souligner que les interactions entre particules 
résultent, d’après ce qui précède, d’une transition double faisant au 
total passer le photon de l'état d’annihilation à l'état d’annihilation. 
Nous aurons l’occasion de revenir sur ce point. 

9. Difficultés soulevées par les théories précédentes. — Les expres- 
sions obtenues pour les éuergies d’interaction de deux particules sou- 
lèvent une grave difficulté qui u’a pu jusqu’ici être levée par aucune 
forme de la théorie (juantifiée des champs électromagnétiques : elles 
conduisent à attribuer à toute particule électrisée une énergie propre 
infinie. En effet, celte énergie propre doit s’obtenir en appliquant les 
formules précédentes au cas où les particules (i) et (2) coïncident. La 

présence des facteurs — et â(rn) dans les formules telles que ( 74 ) 

donnent bien alors une valeur infinie pour l’énergie propre. De plus, 
si les calculs d’approximations successives donnent souvent en première 
approximation de bons résultats^ plr contre les approximations siipé- 


(’) Sur ce point, par exemple, Théorie générale de$ particules à sjwri, p. Hp 
et suiv. 
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rieures donnent en général des intégrales divergentes. Par exemple, si 
l’on évalue l’énergie propre d’un électron résultant de son interaction 
avec les ondes transversales, on trouve zéro en première approximation, 
ce qui est satisfaisant, mais en seconde approximation, on trouve une 
intégrale divergente donnant une valeur infinie. 

La Mécanique ondulatoire conduit donc ici exactement aux mêmes 
difficultés que la théorie quantique des champs usuelle, mais il semble 
qu’elle permette d’en préciser l’origine. Les valeurs infinies trouvées 
par les énergies propres résultent en efiel de l’hypothèse implicitement 
admise suivant laquelle il peut y avoir des interactions entre l’électron 
et toutes les composantes du rayonnement si élevée que soit leur 
fréquence. Or, d’après la formule de Jeans, le nombre de ces compo- 
santes croît indéfiniment avec la fréquence et de là résulte la divergence 
des intégrales auxquelles conduisent les calculs d’approximations 
successives. Mais la Mécanique ondulatoire du pholon, en écrivant 
l’expression IL'> de l’opérateur d’interaction entre électron et rayonne- 
ment y introduit, nous l’avons vu, le facteur ô(R- r) qui traduit le 
caractère rigoureusement ponctuel de l’électron. Or il est aisé de se 
rendre compte que toute la difficulté vient de ce facteur. 

Cette constatation a suggéré à l’auteur du présent OuvVage une idée 
qu’il avait exprimée dés i93.‘>(^). Cette idée consiste à remplacer 
dans le terme d’interaction électron-rayonnement la fonction singu- 
lière o(R — r), qui e.st nulle pour toute valeur de R autre que r 
(aiguille infiniment fine), par une fonction qui serait nulle partout sauf 
au voisinage immédiat de R = r (aiguille très line). Les dimensions de 
la région où celte fonction ne serait pas nulle correspondraient à 
l’ancienne notion de « rayon de l’électron ». A titre d’essai (-), il était 

(R-r)» 

suggéré de remplacer <5(R — r) par e où «r serait une longueur 

très petite jouant le rôle du rayon de l’éleclroii au sens classique. On 
éviterait ainsi la plupart des divergences fâcheuses signalées plus haut 
et il est facile d’en comprendre la raison. Ces divergences résultent, 
nous l’avons vu, du fait que les ondes électromagnétiques réagissent sur 
l’électron quelque petite que soit leur longueur d’onde, et ceci en 

raison du caractère strictement « ponctuel » de la fonction o : mais, si 

(R~r)» 

Top substitue à 6 une fonction telle qiie e , dès que le longueur’ 


{*) C. B. Acad. .Sc.f t. 2()0, hjSd, p. 36 1 . 

{*) On pourrait aussi considérer une fonction constante à l'intérieur d'une sphère de 
très petit rayon et nulle au dehors. 
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d’onde descendra sensiblement au-dessous de la valeur les grandeurs 
électronrHignétiqiies de Fonde subiront plusieurs oscillations à Fintérieur 
de la sphère de rayon a et, par suite d’une compensation d’ellefs, 
Faction de Fonde sur Félectron sera nulle. 

Avec cette hypothèse, les ondes en nombre indéfiniment croissant 
qui forment l’extrémité du spectre du rayonnement du côté des grandes 
fré((uences n’agiraient plus sur Félectron et les divergences gênantes 
seraient évitées. On ne reviendrait pas ainsi, à proprement parier, à 
l’idée classique d’un électron ayant une structure et occupant une 
région finie de l’espace avec des dimensions de l’ordre de r,,. Grâce à 
l’introduction de longueur g, on définirait une nouvelle sorte de 
« rayon de Félectron » correspondant à une « incertitude » sur le point 
d’application exact du champ électromagnétique sur la charge et cette 
définition, qui éviterait toute image structurale, paraît conforme aux 
conceptions générales des théories quantiques actuelles. 

Malheureusement les idées précédentes se heurtent à des difficultés 
du point de vue do l’invariance relativiste. Ces difficultés sont liées au 
caractère « spatial » du nouveau rayon de Félectron a. On ne rencontre 
pas ces difficultés de variance si l’on garde dans le terme d’interaction 
la fonction ô, mais alors, comme on introduit implicitement le caractère 
ponctuel de Félectron, les difficultés d’énergie infinie surgissent. 

Ne sachant comment échapper à ce dilemne, Fauteur n’avait pas 
poursuivi dans cette voie. Mais récemment deux autres auteurs qui ne 
connaissaient pas la note citée plus haut ont repris des idées analogues. 

Dans une série de très intéressants mémoires et exposés (’), 
M. Arthur Mardi, après avoir approfondi la notion de « plus petite 
longueur » introduite par M. Heisenberg, a proposé une nouvelle 
manière de tenir compte, dans les termes d’interactions entre matière et 
rayonnement, du rayon de Félectron. Cette manière de voir est appa- 
rentée à celle que nous avons exposée, mais pour éviter les difficultés 
d’invariance relativiste, M. March réintroduit sous une forme nouvelle 
la « contraction de Lorentz » de Félectron et montre qu’on parvient 
ainsi à écarter un grand nombre d’obstacles rencontrés par la théorie 
quantique des champs. Bien que la théorie de M. March ne soit pas à 
l’abri de toute objection et qu’il ait âù déjà en modifier certains points, 
il y a là une tentative très intéressante qu’il ne faut pas perdre 
de vue. 


(‘) Naturwiuencha/ten^ 31, 1^43» p« 49; Aeta physiea atairiojca, 1, 194 ?, P* »9; 
QumtMtàeorie der Wellen/eider und kleintte Jora, Innsbrâck, igl?* 
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Dans un récent travail, M, Nathan Rosen (*), sans avoir connaissance 
de notre Note de 19^15 a introduit dans le terme d’interaction entre 
matière et rayonnement une exponentielle de forme gaussienne. Il a 
rattaché l’inlroduction de celle fonction à une intéressante distinction 
entre « l’espace abstrait » et « l’espace observable » el il a cherché à se 
débarrasser des difficultés d’invariance relaiivisle en admettant que celle 
invariance n’est valable que dans l’espace abstrait. 

Les travaux de MM. Mardi el Rosen n’apporlent sans doute pas la 
solution définitive du problème des énergies infinies, mais ils indiquent 
d’intéressantes voies à suivre et ces voies présentent de l’analogie avec 
celle que suggérait la Mécanique ondulatoire du pholon. 


(') Physical Jieview, 7 ;*, 19^7, p. 298. 
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PASSAGE DES CHAMPS MICROSCOI'IQÜES COMPLEXES 
AUX CHAMPS MICROSCOPIQUES RÉELS. 


1. Généralités. — Par définition, nous appelons éclielle microsco- 
pique celle où il est nécessaire de tenir compte de l’existence des 
quanta. A cette échelle, les interactions donnent lieu à des processus 
quantiques discontinus dont la représentation fait intervenir les fonctions 
d’onde de la Mécanique ondulatoire du photon qui sont des grandeurs 
essentiellement complexes. La Mécanique ondulatoire du photon est 
ainsi amenée, en étudiant les interactions à l’échelle microscopique 
des pholons et des particules électrisées, à introduire des champs et des 
potentiels complexes et à écrire une équation d’ondes du système 
photon -h électron permettant de calculer les probabilités des transitions 
quantiques provoquées par les interactions photon-particule électrisée. 

Les considérations des chapitres précédents nous ont d’ailleurs appris 
que les grandeurs électromagnétiques complexes F représentent les 
phénomènes d’absorption, tandis que les grandeurs conjuguées F* 
représentent les phénomènes d’émission. Ces rôles respectifs des F 
et F* correspondent exactement aux rôles que le principe de correspon- 
dance fait jouer depuis longtemps aux composantes complexes conju- 
guées du moment électrique de l’atome (*). 

Or, lorsqu’on décrit les interactions à grande échelle de la matière 
électrisée et du champ électromagnétique, on fait toujours usage des 
champs réels, aussi bien dans la théorie de Maxwell qui décrit les 
phénomènes observables à notre échelle que dans la théorie la plus fine 
de Lorentz qui cherche à représenter les phénomènes à l’échelle des 
particules élémentaires. Nous considérons ici ces théories, même celle de 
Lorentz, comme des théories macroscopiques, parce qu’elles ne tiennent 
pas compte des quanta et qu’elèes^e peuvent, par suite, s’appliquer 
qu’à des phénomènes mettant en jeu un nombre immense de quanta et 


(*) Voir Une nouvelle théorie de la Lumière, t. ÏI, Chap. III, p. 79. 
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où une apparente continuité statistique vient masquer la réalité 
discontinue. 

Nous allons raisonner sur la théorie de Lorentz qui serre de plus près 
les faits élémentaires que la théorie de Maxwell. 11 est bien connu 
qu’elle décrit l’interaction entre champ électromagnétique et particules 
électrisées de la façon assez dissymétrique suivante. D’une part, elle 
considère le mouvement des particules électrisées dans le champ 
électromagnétique comme s elFcctuant suivant les lois classiques du 
point matériel (modifiée par les corrections de relativité si les vitesses 
sont voisines de c), la force subie par une particule de charge e étant 
la force de Lorentz définie par la formule 

(I) f-=^f[E-h(vHj]. 

Les champs E et H dérivent des potentiels A et V par les formules 
(a) E=-giadV- ' H = iolA, 

r ift 

toutes ces grandeurs étant essentiellement réelles. D’autre part, la 
théorie de Lorentz représente l’influence exercée sur le champ électro- 
magnétique par la présence et le mouvement des cliarges électriques par 
les équations 

I 

^ -^ = rotE, (livH— O. 

I 'Æ __ V „ 

— = roi H — 0 di \ E = c,, 

ài ‘ c 

pétant la densité de l’électricité en chaque point, v sa vitesse, les unités 
employées étant celles d’Heaviside. 

Il s’agit de savoir comment l’équation d’ondes du système 
électron -h photon de la Mécanique ondulatoire du pholon, qui contient 
des grandeurs électromagnétiques complexes, peut permettre, quand on 
passe du microscopique quantique au macroscopique de Lorentz, de 
retrouver la représentation des interactions entre matière et rayon- 
nement de la théorie électromagnétique classique, représentation 
où interviennent les champs réels. Dans cette tentative, nous allons 
être guidé par le résulut obtenu^pifcédemment suivant lequel on a 
affaire à un phénomène mettant enjeu un nombre immense de photons, 
la valeur moyenne dans l’espace des n d’une grandeur électromagné- 
tique F, valeur moyenne seule observable à l’échelle macroscopique, 




t84 


CKAMTRE Xn. 


est donnée par la formule (^ ) 

k k 

OÙ F|c est la grandeur électromagnétique complexe définie pour un 
photon dans Fétat k par la Mécanique ondulatoire du photon siiper- 
qiiantifiée. 

Nous allons commencer par étudier le mouvement d’un électron , dans 
un champ électromagnétique à un très grand nombre de photons et 
montrer qu’on peut ainsi retrouver l’expression (i) de la force de 
Lorentz. Puis nous chercherons à retrouver de même les équations (3) 
de Lorentz pour les champs électromagnétiques réels en partant de 
l’électron d’ondes du système photon -h électron dans le cas où 
l’électron est animé d’un mouvement macroscopiquement observable, 
c’est-à-dire correspondant à un très grand nombre de quanta. 


2. Mouvement d’un électron dans un champ électromag^nétique 
à grand nombre de photons. — Rappelons d’abord la forme générale 
(donnée p, i;Vj,) de l’équation d’ondes non superquantifiée du système 
photon + électron 


(i. 


h à ClLt •+• J,. 

_ 


' IJ ,1 I r 

— ^ H- Hp— l\ e 




/ -V -V 

— ; — 


ô(R-r) Vt- 


Nous allons introduire la seconde quantification pour les photons, 
mais sans l’introduire pour l'électron. Celte méthode un peu bâtarde 
est justifiée par la nécessité de considérer toujours un nombre énorme 
de photons comme présents dans l’étal d’annihilation. Tenant compte 

de la normalisation des 'I' du photon en ■ > nous sommes ainsi 
«menés à écrire à la place de (5) 

(6) Y, Z, n„, «, /r=THD-t- »C('!1T(X, Y, Z, » t). (*) 


(*) Chapitre IX, foroittle (58). 
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OÙ et sont les opérateurs de l’espace des n définis par les 
formules 


( 7 ) 


^..=2 


)o|>Oïi* )iy ( )«H« 


a 


t/ 


avec 

( 8 ). 


HC'rr— K'e 


^6» — cil 


2 



les éléments de matrice étant toujours calculés dans le système des 
fonctions propres du pholon non perturbé. , 

Dans (6), la fonction T est la fonction d’onde du système formé par 
l’électron et les photons et, si désigne les fonctions propres de 
l’électron, on pourra toujours écrire 


(y) TlX, V. Z, n,, .... X, Y. Z, I) KW(«,„«, I). 

lu 

t 

Mais le nombre des pholons non annihilés présents est par hypothèse 
immense. 11 en résulte que l’évolution de l’électron modifie infiniment 

peu la valeur des n de sorte que tous les termes de la somme 

m 

. / 
contiennent des formes de U extrêmement voisines : on est donc 
autorisé à poser approximativement 

(lo) 'r(\, Y, Z, //o, « 1 , — ^)= H( //O, • . -, O 

f itl 

— H(«o, «1, . . / )M’( \. V, Z, /), 


OÙ (n) désigne l’ensemble des valeurs des n figurant dans H et 
où '^(X, Y, Z, l) définie par le développement ^ est la fonction d’onde 

m 

de l’électron. L’expression de la fonction d’onde du système est ainsi 
décomposée en un produit de deux termes, dont l’un se rapporte aux 
photons et l’autre à l’électron. La perturbation subie par le champ 
électromagnétique par suite de la présence de l’électron étant prati- 
quement négligeable, nous pouvons^écrire 

(11) ~ R(rto, «I, 0 = *^"05 "1, •.*, K = K)(//o, «1 ...)<^ ^ > 

at 

et tenant compte de calculs faits précédemment (p. i36), l’équation (6) 
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peut s’écrire 



b 

,n\ 

(Il 

r 


( 1 ) 

. /?o. /<!, 

2r.i 





) I -1- V» A(r|/J Rl(«0, . 

où 

{1:0 

II 

> 

( ^’k '^k^k^’ 

Ai,,=2(‘'kA+''kAicV 

k 


Multiplions par R* et sommons sur les n eu leiiant compte de la 
condition de normalisation 


ili) 


il vient 


(T)) 

A, = 1 1 1. «l'p - f [ V 1 -+■ (î A )] '1 

avec 


f i(t ) 

' k k 


i A=y v'''kA^ =yv/'«k( Ak+Ai). 


! * k 


où Vk et Ak sont les potentiels (scalaires et vecteurs) complexes 
définis pour un pholon dans l’étal k par la Mécanique ondulatoire du 
pholon non superquantifiée. 

On remarquera que dans la délinilion de Vk et de Ak) les facteurs K' 
et se sont unis pour donner la constante K = R\/n(,, comme nous 
l’avons précédemment expliqué. 

Si maintenant nous explicitons l’opérateur Hd qui est Hamiltonien de 
Dirac pour un électron libre, nous trouvons 


(17» 


(A. -"v'\«iv=y IA±- 

\ 

(? = 1 , 2, J, i). 






Si/it-ocTr 


Nous retombons ainsi sur les éqUatlbiis de Dirac pour un électron placé 
dans un champ électromagnétique dérivant des potentiels réeU V et A. 
Or nous savons que, quand les approximations de l’optique géométrique 
sont valables, ces équations de Dirac nous ramènent aux mouvements 
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classiques de l’électron soumis aux champs électromagnétiques réels 
dérivant des potentiels V et mouvements tels qu’ils sont décrits par 
l’ancienne Dynamique des électrons quand on admet l'existence de la 
force de Lorentz (i). 

Finalement, on retrouve donc bien la manière classique de décrire 
les mouvements de Téleciron qui consiste à lui appliquer les équations 
de la Dynamique ponctuelle et à admettre l’existence de la force diî 
Lorentz délinie par les champs macroscopiques réels. 


3. Justification des équations (3) de Lorentzpour les champs réels. — 
Il nous reste à chercher couirnenl nous pouvons faire dériveur de réqualion 
d’onde du système pholon- électron les équations (3) de Lorentz (jui 
lient les valeurs des champs macroscopiques réels et leurs variations 
à la position et au mouvement des charges électriques. 

Nous partirons encore de l’équation (5) du système photon-électron, 
mais nous supposerons maintenant (pie nous avons allaire à un électron 
dont le mouvement correspond à un très grand nombre de quanta de 
sorte que ce mouvement soit extrêmement peu troublé par l’interaction 
avec le rayonnement. Nous pouvons alors poser (^) 


(IH) 




et admettre que l'i'qiiation 
(19) 


A A 

•> r. t Of 


lla’lV 


qui serait valable rigoureusement en l'absence d’interactions de 
l’électron avec le rayonnement, reste très approximativement satisfaite. 
Nous pouvons donc écrire 


(20) 


h 

'irJ 


= Tpii,.'iv--K;, 


oîi — (3 Lh 
y 






Considérons un état de l’électron extrêmement voisin de l’étal que 
représente 'I p. Soient les composantes de la fonction d’onde W liée 
à cet état. Nous avons très sensiblement 

(21) 

'■ *' P 


(’) Il suffit pour le voir de transposer le raisonnement fait au début du précédent 
paragraphe. 
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Multiplions Téquaiion (20) par sommons sur p et intégrons sur B 
dans En introduisant les densités d’éléments de matrice 


{2'A) 




relatives à la transition M et rapportées au pointr, nous obtenons 


lit' à -4- ü34 ,, J,, 


d 5 ,— a, / i isa, — ,,, 
— 7— f + 


avec la définition 

/te \ 1) a 1 dh , -h (S, cl 1 ô a. Oh 1 -h d}>‘i cl i 


( 24 ) 


'.f.r.i I ûj' 


()y > 

() clj dh% -4~ cl ’ 

i)z '> 


- i/.oCl-i dîi 


Pour tirer de l’équation obtenue les équations de l.orentz, nous allons 
avoir à utiliser un certain nombre de remarques. 

Soit d’abord la fonction d’annihilation du pholon telle que 

(2:.) U*;»V = (« 4 )<Tr. 


Nous vérifions aisément les relations 


( 2 (i) 


flrt TT 


Si maintenant Cl désigne l’une des matrices à seize lignes et séiie 
colonnes (autre que la matrice unité) obtenues en faisant le produit de 
matrices Cl, et si désigne de même l’une des matrices à seize lignes 
et seize colonnes (autre que la matrice unité) obtenues en faisant le 
produit de matrices cB, , on vérifie que l'on a ^ 

(27 1 aa.tu, 477 = = O. 

TT TT 


Enfin, en tenant compte des définitions des matrices Cl, et (^r} 
on trouve que 


(28) 




3 ). 


étant les composantes de la fonction d’onde d’un étal non annihilé 
quelconque. 
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Armés de l’ensemble de ces remarques, revenons à l’équalion (aS) 
et cherchons par exemple à en tirer l’équation de Lorentz div E == p. 

Pour faire disparaître de l’équation (aS) les ternies en nous 
commencerons par la multiplier — (B.,, car 

( i — ^ i ) ( ^' 1 ' *• ^*^0 ~ ^ i — ~ O . 

Puis nous multiplierons par U’ÿ! à gauche et nous sommerons sur <7 et 
et sur T. Nous obtiendrons ainsi (en utilisanl la convention de sommation 
des indices) 



Écrivons aiainlcnant le développement de (en ne conservant 
suivant notre règle que les ondes à énergie positive) 

(30 

k 


c,, et les Ck étant les opérateurs de la seconde quantification respecti- 
vement proportionnels à v/«o Rappelons-nous que est 

extrêmement grand et évaluons l’ordre do grandeur des divers termes 
de notre équation. Au premier membre, nous avons des termes de la 


■(k) 

forme qui sont finis. 

àx, 

Au second membre, comme le coeflicieul R'™ 
petit de l’ordre de /i~% nous trouvons : 


K 

— est extrêmement 
V'«u 


i" des termes de la forme • • • ? qw» sont 

de l’ordre de ; 

* • 

a® des termes de la forme m qui sont finis. 


Finalement, nous ne pouvons conserver dans les deux membres 
de l’équation que les termes finis ce qui, en introduisant la constante 
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K = K'^ nous conduit à écrire 


(i 


.O -JlL V’ or''») F /.> /n . «.fki 

dx; J + termes 


en A' 


= K 


* >FwïLt^ciuîS.'r,'L 


nv ) 


D après les remarques failes précèdeminenl, les deux lermes ducrochel 
clans le premier membre soni égaux ei, dans le second membre, les 
deuxième el iroisiéme lermes du crocliel soni nuis. Quant au premier 
terme du crochet, dans le second membre, il vaut 8p. Bref, on a en 
négligeant les lermccs eu /r,, 


cm 


~y 

jLIjOx, 


!!_ ur " ■ ~ c:\/ c\ , o3-, 




4h,c. 


Or la deliriilioii des champs en Mécanique ondulatoire du photon i 
donne 


c^e qui, en multipliant (d.î) par K/r„, permet d écrire 
(3)) 

Or, on a 

{%) k=_i^, A=^:,u„r. 

et par suite 

(liv E = c. 


(livE= 

Ac 


St; 


(3?) 


Ici E et P sont les grandeurs complexes définies par ( 22 ) et (34). 
En passant aux grandeurs réelles correspondantes suivant le schéma 
général F,= F 4 -F*, ^us obtenons 

^ ^ divE^ = div (E h- E*) = p -h p* = p,., 

E; est donc ici le champ électrique réel superquantifié : c’est un 
opérateur de Tespace des n. Pour obtenir une équation numérique, 


C) Voir Chapitre III, formules (Ito). 
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multiplions les deux membres de (38) en avant parR*(/io) . . .)el 
en arriére par ni, , . et sommons sur n. Nous souvenant 

que^ 1 Ri I' = ‘ J nous trouvons finalement 

n 

(39) ' div Ê = p, ® ^ » 

OÙ £ est la valeur moyenne dans l'espace des ft du champ électrique £/ 
Nous savons que, pour l(;s champs à très grand nombre de pholons. 
E représente le champ macroscopique observable : il coïncide donc 
avec le champ E de la théorie de Lorciilz e! l’équation divErtrp se 
trouve ainsi justihéo ( ' ). 

Un raisonnement fournirait de meme (en négligeant loujours les 

termes en A«) l’équation de Lorcnlz ^ = rotH — p ^ • Enün, en 

conservant cette fois les termes en ou pourrait tirer de Fétjuation ( 20 ) 
les relations 

, . -ri -i 

(P») H = iolA. E-=-- — ;nadV, 

dont on tirerait ensuite les é(|uations 

(41) (tiv H = O, ' r ~ôt ” 

L’ensemble des équations de Lorentz peut ainsi être retrouvé à partir 
de l’équation d’ondes du système photon-électron. 

Notons (jue, conformément à une remarque faite à la fin du para- 
graphe 8 du chapitre précédent, les interactions entre particules 
électrisées apparaissent, à la lumière de la théorie précédente, comme 
liées à des transitions qui font passer le photon d’un état d’annihilation 
à un autre : c’est ce que montre le rôle des termes de la forme 
, U çL dans les raisonnements précédents. 

4. Kemarque sur la relation ^ *l' 'I Vr = — 4- — La première 

«TT 

relation (;>.()) (fue nous écrirons avec sommation indices 

(42) 

L-JI 

O) Notons en passant que les champs de la théorie de Lorentz apparainsent ici, du 
point de vue quantique comme macroscopiques alors que, comparés aux cliamps de la 
théorie de Maxwell, ils apparaissaient au contraire du point de vue classique comnuî 
microscopiques. 
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est ail 

difficulté étroitement apparekli||j|^1a difficulll telative à la 
que nous avons discutée au Chapitre lU, paragraphe ô. | , 

Écrivons, en effet, le&équalions d’ondes du photon soaia la foiÀia Â 


îe à vérifier d’i 



ions dej ^4 He skntèvé ^ 


(43) 


1 rt|Ta 
c àt 
I 

ü iH 




\àx 


iJhi- 


<)y 


i®5 - 


(9Lr,-4- ik{ 


(Bi 


iko iV> r^ 'J’fff 


lia difficulté que nous connaissons déjà est que les (a^)^- élani 

des constantes, ne sont pas solutions des équations (43) si Fon pose 
Âo?^o. 

Voici maintenant en quoi consiste la difficulté relative à l’équation ( 42 )^ 
Multiplions les deux équations (43) respectivement par ei 

U'ÿi CI 4 , sommons sur les indices et ajoutons. Les termes contenant des 
dérivées sonl tous nuis en vertu des définitions des 'LUI, des 6ir el 
des ciJ,.; il nous rosie 

( 4 f) 2 ika U’ffT 0^4 y'( 7 T = O, 

ou si k\ yi O 

(45) »ri,Vct4t’34*la,= o. 

Introduisons le développement (3i ) de • il vient 

k 

Co étant proportionnel à /n 7 , le second terme de ( 46 ) est négligeabh 
devant le premier et nous trouvons 

(47) 

relation visiblement inconciliable avec ( 42 )* 

Pour lever la diffiq|||^ relative à nous avons introduit, au Cha> 
pitre ni, Fhjpothèse suivante : nous, avons supposé que resf*ace-temps 
constitue une coupe i constant, dans un espace à cinq (ümeosioiis 
et nous avons attribué aux fonctions d,’onde représentant des 
états non annihilés la forme 

^V=/aT(aî,^, X, 


(4») 




|ui préseutenl une agréable symétrie, il devient évident que le^ fonc- 
tions (a/,)^: soutsülulions de(4()), tandis (jue les fonctions d’ond( 

des états non annihilés ayant la forme (^8) restent solutions de (43). 

Mais il se trouve, ce qui est très intéressant, que la substitution âc 
(48) à (43), eu permettant de lever la .difficulté relative à porinel 
aussi de lever la ditticulte relative a 1 é(|uation (42)* Heprenant le pro- 
cédé qui avec les équations (43) nous menait à la difficulté en question, 
nous multiplierons les équations ‘(49) respectivement par cl 

nous sommerons sur les indices et nous ajouterons, ce qui nous 

donnera 


(5o) 

(f. ü 

où 


"./'û 


k 


(‘nj 






représente l’état non annihilé du pholon. Si /;« est difl’érent de zéro, on 
en déduit 


(52) 




Or le premier membre de (02) est égal d’après la définition (3i) du 
Chapitre III à l’invariant l* de la Mécanique ondulatoire du photon. 
Nous retrouvons donc seulement ainsi le résultat déjà connu suivant 
lequel, si la masse propre po n’est pas nulle, l’invariant It est nul, résul- 
tat qui n’est aucunement en contradiction avec la relation (42). La dif- 
ficulté relative à cette relation se trouve donc non la 
des équations (49) aux équations (43). 


LOUIS DK BftOOLIt. 



CHAPITRE XIII. 

ÏHÉORIB MULTITEMfüKELLE DE MM. DIRAC, FOCK Eï l’ODOLSKV. 


i. Idées générales. — Nous allons mainlenaiil examiner rapide- 
inenl une théorie inléressanle développée primilivemcnl par MM. Dirac, 
Fock et l^>dolsky (‘) et approfondie par divers auteurs, notamment par 
M. Félix Bloch ( '*) elM. Wentzel( •‘). Le but de celte théorie est essen- 
tiellement de mettre bien en évidence le caractère d’invariance rela- 
tiviste des é(piations d’interaction entre photons et éhiclrons. 

Pour saisir le principe de la méthode, considérons // électrons en 
interaction avec des rayonnements. Suivant le point de vue adopté anté- 
rieurement, nous appliquerons aux pilotons la seconde quantilication 
sans l’appliquer aux électrons. Les pholons sont alors repérés par un 
seul jeu de coordonnées xyz et les électrons par les coordonnées 
XfYiZ^, XaYaZa ..., X„Y,,Z„: de plus, on fait intervenir un seul 
temps t, temps de l’observateur ou du système. Mais cet emploi d’un 
temps unique à côté des . 3 (n -f- 1 ) coordonnées d'espace brise la symé- 
trie entre espace et temps qui caractérise la théorie de la relativité. Pour 
rétablir celle symétrie, les auteurs de la théorie multitemporelle ont eu 
l’idée suivante : il convient d’attribuer à chaque particule un temps 
spécial de façon à obtenir coordonnées d’espace-temps, mais 

en remarquant que toutes nos observations sont faites pour une valeur 
commune de tous ces temps, valeur égale au temps t de l’observateur, 
de telle sorte que les équations utilisables s’expriment finalement à 
l’aide de ce temps unique. On développera donc la théorie et ses formules 
en distinguant le temp^/ des photons et les temps individuels ^3, . . . , 
tn des électrons, ce qui mettra en évidence l’invariance relativiste ; puis 
à la fin des calculs, pour en arriver ^la prévision des faits observables, 


(‘) Phys. Zeitschr. d. Saw/etunian, 2, igBa, p. 468. 

(*) Phys. Zeitschr. d. Sowjeiuniony 51 , 1934» P- 3 oiî 
(») Zeitschr. f. Phys,, 86, jgSS, p. 479 et 87 , 1934, p. 73O. 
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ou aevTH poser dans* toutes les formules obtenues 

(I) ■ /, = r 2 = ...= ^»=:^ 

ce temps commun étant le temps de robservateur. 

Les auteurs de la théorie mullileinporelle l’ont développée dans le 
cadre de la théorie quantique des champs usuelle où l’hypothèse impli- 
cite pu=o oblige, nous l’avons vu, à admettre que les opérateurs 

1 t^E 

divEet“ — rotH de l’espace des n, au lieu d’étre identiquement 

égaux à zéro comme les opérateurs divH et ~ -f- rolE, donnent seu- 
lement zéro quand on les applique à la fonction de répartition 11 (ce 
sont des conditions sur R et non des identités en chaque point uyzt de 
l’espace-temps des photons). Comme ici nous adoptons le point de vue 
de la Mécanique ondulatoire du pholon suivaiii lequel tous les opé- 
rateurs 

1 I f/E 

({ivEH-/ôV, (ÜnH. - ■y - rolH - 

r 1)1 c (){ 

sont identiquement nuis en tout point de l’cspace-lemps xyzt^ nous 
allons pouvoir éviter quelques complications qui sc rencontrent dans les 
démonstrations usuelles de la théorie inullilemporelle. 

2. Équations de la théorie multitemporelle. — Considérons un 
électron en présence d’un champ électromagnétique contenant beaucoup 
de pholons. En reprenant les calculs exposés au paragraphe 2 du cha- 
pitre précédent, on peut écrire pour l’électron l’équation d’ondes 

(■i) «1, . . .) 'l'fCR- I) 

= n„ . . .)ll|,'iyR, I) - 6-| V,.l + (î A,)] li, («», n„ . . .)V'o(B, 0, 

OÙ 

k k 

V^et Ak sont les potentiels normés de l’onde C|c et ci les opérateurs 
de la seconde quantification. Ri(/io, /i, . . .) est la fonction de répartition 

des photons débarrassée du facteur dfb phase e ^ et par suite indé- 
pendante du temps. 

Mais supposons qu’il y ait n électrons et attribuons à chacun un 
temps tn- Représentons par n l’ensemble des nombres . . . et par 
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Tl, r-i ... Vn los rajons-vecteurs qui définissent la position des divei^i 
électrons. La fonction d’onde du système sera définie par 

( 1 ) = 


et ne dépendra pas du temps t des pilotons. La théorie mnltitemporelle 
écrit que la fonction d’onde (4) doit satisfaire aux n équations suivantes 


^■) è:- 


2 7:i <)t } 


.7= H',/ V -- V,(r/, // u'^ -h (a</'A,(/-/, //)) |raf^...v 




, n, où II, est riiamiltonien de Dirac du électron 


H./> = 


/te 




O 

(h] 




.Les n équations (5) possèdent éviderauienl l’invariance bien connue des 
équations de Dirac, invariance qui se trouve* ainsi mise en évidence par 
l’introduction des temps individuels , t„, 

Au sujet des équations (5), M. Félix llloch a fait rinléressante 
remarque suivante. Écrivons-les 


(7) 

avec 

( 8 ) 


Jl 

2 IX i Ol , 






'0, 


ib/>= 





On trouve pour deux valeurs j et k de l’indice 


(9) 




(Hk 


/i dti 


/i 

2 Zl 


IK/ 


0 dtra9...v 2:ce., , v - - 

-lïï- = - '• 


Pour que les équations (9) soient compatibles, il faut donc avoir 
(10) jlL/», H(*>] = o 


pour tout j et tout A’. Or la seule chose qui puisse empêcher de com- 
muter avec c’est la non-commutation des potentiels électromagné- 
tiques relatifs aux lieux Tj et r*. Nous avons vu qu’il ne peut y avoir 
non-commutation que si les deux événements xjyjZjtj et XkykZktk peu- 
vent agir l’un sur l’autre : il y a toujours commutation si chaque événe- 
ment est en dehors du cône de lumière de l’autre. En d’autres termes, 
les équations ( 5 ) d’indices j et k ne sont compatibles que si les événe- 
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nienls sj VjZjtj el.a?A VV.-A^A peuvent être rendus simultanés par un choix 
convenable du système de référence. 

Il est évident que si Ton identifie tous les temps dans les équations (.5), 
on est ramené, dans le cas d’un seul électron, à l’équation ( 2 ), ce qui 
établit l’accord des équations de la tliéorie multilemporello avec celles 
de la théorie à un seul temps. 


3. Introduction des potentiels de Wentzel. — Nous devons main- 
tenant définir les grandeurs électromagnétiques non plus dans fcspace- 
temps à 4 dimensions des photoiis, mais dans l’espace-temps mul- 
tiple à dimensions du systéirio envisagé. Ici ces grandeurs 

vont être fonctions non seulement des coordonnées xyzl relatives aux 
photons, maisaussidel’enscuihledes coordonnées .7, ri ^i^i . . . XnXnZnfn 
des n charges électriques. Le développement de la théorie rnullitem- 
porclle a amené MM. Dirac, Fock et Podolsky à introduire des 
potentiels d’un ty[>c nouveau .dont M. Wenlzcd a ensuite souligné 
l’importance. Avec M. Dirac, nous les nom nierons les potentiels de 
Wentzel. 

Pour introduire ces nouvelles grandeurs, nous nous servirons d’abord 
des conceptions classiques qui attribuent à chaque charge électrique 
poncliiellc une ligne d’IInivcrs bien déterminée. Sur la ligne d’Univers 
de la /'’ particule de charges/ (si c’est un électron £/:--—<?), nous 
choisissons un point de coordonnées d’Ünivers = 1,2, 3,4) 

correspondant à l’abscisse curviligne Sj comptée à partir d’une origine 
arbitraire prise sur la ligne d’Univers. Ceci fait, si nous considé- 
rons les coordonnées xyzt du photon, le potentiel de Wentzel dans 
l’espace-temps 4('î + 0 dimensionnel au point de coordonnées xyzt.^ 
X\y\ vi^i, . . . , XnynZntn.1 cst par définition en notation d’Univers 


(n) 


. . ., /„) = A{j^’V.r. y, 




ou encore 

(«'U 


A^(x^ y y Zy t) élaDt la composanfe \t du potentiel tel qu’il existerait en 
l’absence des charges et Dy étant la fonction singulière invariante définie 
au paragraphe 8 du Chapitre VIII et relative à la y® charge, c’est-à^ire 
la fonction D(r — ry, t — tj). 



CHAPITRE XIH. 


* 9 ® 

Si I on admet la nullité de ft», la fonction D(r, t) se réduit^ nous le 
savons, à la fonction singulière de Pauli-Heisenberg 

(i3) a/t. .j- 

r 

L expression (i3) de A conduit aisément aux intéressantes conclu- 
sions suivantes : pour un point xyzt situé dans la partie avenir du cône 
de lumière relatif au point choisi sur la ligne d’Univers de la y" charge, la 
conlribulion de celle y'’ charge au potentiel de Wentzel est nulle; pour 
un point xyzt situé sur la partie passé du cône de lumière relative au 




M re(;oit seulement Taclion retardée de Mj. 
Fis. 3. 


point choisi sur la ligne d’ünivers de la f charge, la contribution de 
cette y^’ charge au potentiel de Wentzel est égale à la différence entre le 
potentiel retardé et le potentiel avancé; enfin pour un point xyzt situé 
en dehors du cône de lumière relatif au point choisi sur la ligne d’üni- 
vers de la y* charge, la contribution de cette charge se réduit au poten- 
tiel retardé. C’est dans ce dernier cas que l’on doit se placer pour toutes 
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les charges j (c’est-à-dire qu’on doit choisir sur les lignes d’Ünivérs des 
points tels que les régions extérieures aux cônes de lumière aient des 
parties communes et placer le point M dans cette partie commune) pour 
pouvoir faire f = . tn> Les schémas ci-conlre illustrent les trois 

cas que nous venons de distinguer. 

Il nous est maintenant facile de trouver deux équations importantes 
auxquelles satisfont les potentiels de Wentzel. Tout d’abord, on a 

(>i) □'V= " a 


Or, étant le potentiel de la Mécanique ondulatoire du photon dans 
le vide, 

(i5) , Gn/^-ASl),, 

d’où 

( ) G ^ 'J — “ ô A jx. 


et si l’on siip[)0$e négligeable 

(17) GA, -O. 


Ensuite calculons la divergence 
tion des indices) 





Nous trouvons (avec somma- 


(18) 

Mais 

(‘lO 


()j jx <Kr^ 








puisque Dj ne dépend que de x^— x'^^. D’où 


(20) 



()x^ Zji 8 n 



2 / 

8 :: 


car les satisfont à la relation des potentiels de Lorenlz. 

Jusqu’ici, nous avons défini lês potentiels de Wentzel en nous ser- 
vant de l’image classique qui attribue à chaque particule électrisée une 
ligne d’Univers bien définie. Mais nous savons qu’une semblable image 
n’est plus valable en Mécanique ondulatoire. Pour nous en afFTanchir, 
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nous définirons kspoteniteis de Wcntzel comme des grandeurs obétssanif < 
quand [ j.o = o, aux équations 


( 21 ) 


□ A|i 


'Ih: =_y Un- 

OXn jL»T. ' 


Remarquons que les grandeurs ainsi déHnies sont les grandeurs com- 
plexes dont on déduira les grandeurs réelles par la formule usuelle 


(22) 


V, = F V\ 


4 . Déductions des équations de Lorentz. — Nous déduirons 
les champs (complexes) de Wenlzel à partir des potentiels complexes 
par les formules classiques 


( 23 ) 





( IJ. 


l 4 ). 


De celte définition, dérive immédiatement les équations 

, 

(24) —J i T H 1 — <*, 

//j'r, , 

oh p, V, Q sont trois des qualn» nombres i, 2, ô, /\. Ecrites en notation 
vectorielle, elles nous donnent 

(2.)) — = r<»lE: d>vH = o, 


les champs E et H étant les champs complexes de Wenlzel qui sont des 
opérateurs de l'espace des n dont la valeur dépend des coordonnées 
xyst^ Ji Si ti ... X*/, Soit / l'une quelconque des compo- 

santes dos champs de Wenlzel : par définition, nous poserons comme 
valeur mojenne do cette composante 


(•i(i) /(r, «1, 



(tr„W^{n, /’i, fi, 


r/7j t/i )/^i‘(», n,fi, 


L'on voit que dans (a 6 ) la moyenne ne porte pas sur les coordonnées 
xyzt des photons, mais seulement furies nombres n. Donc/ dépend de 
syzt et des temps individuels ti * . . ta des électrons. 

Multiplions (25) par R* à gauche et par R à droite, sommons sur les n, 
intégrons sur les coordonnées d'espace des électrons et ajoutons an 
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résultat obtenu la quantité complexe conjuguée, il, vient : * 


Parlant toujours des définitions (23), nous 

B ) * 1 ^ <1 ^ ^ ^ 

()x^ ()x^ fArv àx^ (fx^ ^Trj^ 


trouvons d^ mémo 
((livA)-aAy„ ■ 


d'où, on vertu de (21 ), c’est-à-dire en supposnnl|Lx„=r: n, 


(21)) 


(h\i 4Là H- (Jx^ 


(ii = 1, ■>, 'J, O- 


En notation vectorielle, ces équations s’écrivent 

! i 


Opérons sur ces é(|uations coiiiine sur les équations (20); nous 
trouvons 


(3i) 


CÜN E, = — 


{ i^r.c rV/ ’ 


Æ, 

iU 


= n.lH, 


gn.,î|.,. 


Pour trouver les équations applicables aux faits observables, nous devons 
maintenant opérer dans les formules (27) et( 3i ) la confusion des temps 
définie par la relation ( i ). Mais, avant de procéder à cette opération, 
nous ferons quelques remarques préliminaires. 

Revenons à la définition (26) des valeurs moyennes. 11 est d’abord à 
noter que l’on a 


(i2) 


K.î^iTTIÎTi 


()t 


comme cela résulte aisément des raisonnements généraux classiques 
rappelés au Chapitre l. D’autre part, comme la fonction ¥ de la théorie 
multitemporelle ne contient ni le temps t des pholons, ni les coordon> 
nées xyz^ on a évidemment 

(m 2=;^/ ,ï^=8r.d7. 


Mais si l’on opère la confusion des temps/ (r, Lit . , .,tu) devient 
/ (r, f . . . /) et il J a lieu de considérer la dérivée totale —/ par rap- 
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port à t qui est egaie a 



Les quantités [f, J qui interviennent ainsi proviennent de la non- 
commutation de la grandeur /avec les termes 

V,.(r/, /y) II/'- (a*/'A,(/v, /y))] 


contenu dans : elles sont facilementcalculables à partir des formules 
d(î commulation des grandeurs électromagnétiques quand / est une com- 
posante de champ 

Revenons aux équations (27) et (.>1) et opérons-y la confusion des 
temps individuels. Dans la première équation (27), nous aurons à 
remplacer 


àt (H 


par 




- IH,, 11'/ I 


Or, on peut vérifier en partant des formules de commutation du Cha- 
pitre VIII, paragraphe 2 , que (H,, 1 = 0. Il reste donc 

( '!')) - ‘ 1 ÏT = rolE, . (ii\ o, 

i' (it 


c’est-à-dire les équations de Lorentz sans second membre pour les 
grandeurs réelles moyennes. 

La transformation des équations (01 ) est plus délicate. Gomme nous 
avons 



nous trouverons d’abord 


O 7 ) divB,=2e,3{r ■ r,t 

-i-'i/-/'" *■ 

In m • 

X I Ri(/l)»rp (P,, ti\ ..., M’jTXTn, ^)l*8(r— Ty) 
I J 
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étant la densité de charge au point r à l’instant t associée au y*' élec- 
tron, puis 

a = " ' JV- '• 

/■ 

Or on vérifie à l’aido de la formule ((19) du Chapitre VI 11 que l’on a 

(39) (E, II>'‘1,,.,= £, A is(r-r,), 

et par suite 

/ / 

où i) est la densité de courant associé au y® électron. 

Finalement, en désignant par p et i les densités de charge et de cou- 
rant électriques associées à l’ensemble des // particules chargées de 

, 4 ., 

^ I > 

— , ,;ë7 

divE, ==0: miH, i, 

f tff 


façon à avoir 

(40 

il vient 

(42 J 


c’est-à-dire les équations de Lorentz avec second membre. 

Telle est la manière de déduire les équations de Lorentz en théorie 
multilemporelle. 

Ces considérations ont été souvent présentées d’une façon peu intel- 
ligible parce que l’on négligeait de préciser que l’on considère toujours 
des moyennes impliquant une certaine vue macroscopique des phéno- 
mènes. Gomme dans les raisonnements développés dans les précédents 
chapitres dans le cadre de la Mécanique ondulatoire du photon, c’est 
seulement en faisant intervenir de telles moyennes macroscopiques que 
l’on peut retrouver les équations^dej^^orenlz. 

La formule (20) que l’on peut écrire 


-h divA = 

i 


%% 


»>/ 


(43) 


I ^ 
c ôt 
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conduit à la relation 


(H) 


1 tf\ r 




puis, après confusion des temps individuels, à 

(4>) 




Or la formule de commutation ((>8) du Chapitre Vlll donne, en 
remarquant que pour t:= D, et ses dérivées secondes sont nulles 

(<!<■') [v;, iK/'j, 

Il nous reste doue la formule 

1 () , 


( 47 ) 


c <)t 


V,.-+- div A,.= O. 


La relation de Loronlz entre les potentiels est donc aussi satisfaite 
dans la théorie raultitemporelle. 

Ija théorie inultilemporelle a donné lieu à d’intéressantes tentatives 
concernant la question de l’énergie propre des particules. Nous avons 
vu comment les théories quantiqiies conduisent pour ces énergies propres 
à des valeurs infinies inacceptables. En se servant de la théorie rnulti- 
temporelle et des potentiels de Wentzcl (‘), on a cherché à éviter cette 
difficulté.^ Malgré quelques résultats intéressants, il ne semble pas que 
ces tentatives aient abouti jusqu’à présent à un succès complet : aussi 
n’y insisterons-nous pas ici. 


(‘) Voir notamment (1. Wkntzki,, Xts.f. Phys.,%^ if)33, p. 47cj*ct 635; P.A.IM. Diraü, 
4nftales de i'/nsiitut Henri Poincaré^ U, iy39, p. i3. 
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